
QTNTUQ lÜÑïñìÜ nêïÜî


eÑêèêéäÑ gìêòïâ


HÇèÖ äèïìêÖñÑïäêè ïê ÖöèÇéäÑ àÜèÜìÇç ÜíñäçäÉìäñé ÜÑêèêéäÜîI 

mit dÜëÇìïéÜèï êá eÑêèêéäÑî 

sëìäèà RPPS 



cêèïÜèïî 

Q ièïìêÖñÑïäêè ÇèÖ gìêòïâ fÇÑïî Q 

QNQ ièïìêÖñÑïäêè N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  Q 

QNR tâÜ wêìçÖ däîïìäÉñïäêè êá ièÑêéÜ lÜóÜçî ÇèÖ gìêòïâ rÇïÜî N N N N N N N  N N  S 

QNS uèÑêèÖäïäêèÇç óÜìîñî cêèÖäïäêèÇç cêèóÜìàÜèÑÜ N N N N N  N N N N N N N N N N  N N  T 

QNT sïöçäõÜÖ fÇÑïî N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  

R tâÜ sêçêò gìêòïâ mêÖÜç HÇèÖ çêêåäèà ÇâÜÇÖI Y 

RNQ	 cÜèïìÇçäõÜÖ däÑïÇïêìäÇç aççêÑÇïäêèî N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  Y 

RNQNQ tâÜ eÑêèêéöL ïâÜ hêñîÜâêçÖî ÇèÖ ïâÜ sêÑäÇç pçÇèèÜì N N N N N N N  N N  Y 

RNQNR tÜÑâèêçêàö ÇèÖ pìêÖñÑïäêè N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  QP 

RNQNS tâÜ rÜîêñìÑÜ cêèîïìÇäèïL ÇèÖ ïâÜ lÇò êá mêïäêèî áêì cÇëäïÇç ÇèÖ lÇÉêì QS 

RNQNT tâÜ döèÇéäÑî êá cÇëäïÇç ÇèÖ cêèîñéëïäêè N N N N N N N N N N N N  N N  QT 

RNQNU tâÜ pêçäÑö rñçÜ N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  QU 

RNQNV sïÜÇÖö sïÇïÜ N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  QV 

RNQNW tìÇèîäïäêèÇç döèÇéäÑî N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  QW 

RNR	 dÜÑÜèïìÇçäõÜÖ mÇìåÜï aççêÑÇïäêèî N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  QY 

RNRNQ hêñîÜâêçÖî N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  QY 

RNRNR fäìéî N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  RP 

äää 

V 



RNRNS mÇìåÜï cçÜÇìäèà N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  RR


RNRNT gÜèÜìÇç eíñäçäÉìäñéZ dÜ<èäïäêè N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  RS


RNRNU gÜèÜìÇç eíñäçäÉìäñéZ eôäîïÜèÑÜL uèäíñÜèÜîîL ÇèÖ câÇìÇÑïÜìäõÇïäêè N N RS


RNS sâêÑåî ÇèÖ pêçäÑäÜî N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  RW


RNSNQ pìêÖñÑïäóäïö ÇèÖ tÇîïÜ sâêÑå N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  RW


RNSNR uèëìêÖñÑïäóÜ gêóÜìèéÜèï sëÜèÖäèà N N N N N N  N N N N N N N N N N  N N  RX


RNSNS pìêÖñÑïäóÜ gêóÜìèéÜèï sëÜèÖäèà N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  RY


RNT cêèïäèñêñî täéÜ ÇèÖ cêèÖäïäêèÇç cêèóÜìàÜèÑÜ N N N N  N N N N N N N N N N  N N  SP


RNTNQ tâÜ sêçêò mêÖÜç äè cêèïäèñêñî täéÜ N N N N N  N N N N N N N N N N  N N  SP


RNTNR lêàMçäèÜÇìäõÇïäêè ÇèÖ ïâÜ cêèóÜìàÜèÑÜ rÇïÜ N N N N N N N N N N N N  N N  SR


RNU cìêîîMcêñèïìö däffÜìÜèÑÜî ÇèÖ cêèÖäïäêèÇç cêèóÜìàÜèÑÜN N N N N N N N N N  N N  ST


RNUNQ mÇèåäòMrêéÜìMwÜäçZ cìêîîMcêñèïìö däffÜìÜèÑÜî N N N N N N N N N N N N  ST


RNUNR bÇììêZ cêèÖäïäêèÇç cêèóÜìàÜèÑÜ N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  SV


RNV mäîÑÜççÇèÜêñî N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  SW


RNVNQ tâÜ gêçÖÜè rñçÜ ÇèÖ döèÇéäÑ ièÜffiÑäÜèÑö N N N N N N N N N N N N N N N  SW


RNVNR pêóÜìïö tìÇëîL cöÑçÜîL ÜïÑN N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  SX


RNVNS ièïìêÖñÑäèà eèÖêàÜèêñî gìêòïâ N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  SY


S tâÜ nÜêÑçÇîîäÑÇç gìêòïâ mêÖÜç TQ


SNQ tâÜ sêÑäÇç pçÇèèÜì N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  TQ


SNQNQ pìÜáÜìÜèÑÜî N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  TR


SNQNR tÜÑâèêçêàö ÇèÖ ïâÜ rÜîêñìÑÜ cêèîïìÇäèï N N N N  N N N N N N N N N N  N N  TT


SNQNS tâÜ rÇéîÜö pìêÉçÜé N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  TU


SNQNT oëïäéÇç cêèïìêç N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  TU


SNQNU döèÇéäÑ pìêàìÇéäèà N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  UP


äó 



14.451 Lecture Notes 

SNR	 dÜÑÜèïìÇçäõÜÖ cêéëÜïäïäóÜ eíñäçäÉìäñé N N N N N N N N N  N N N N N N N N N N  N N  US 

SNRNQ hêñîÜâêçÖî N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  US 

SNRNR fäìéî N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  VP 

SNRNS mÇìåÜï cçÜÇìäèà N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  VQ 

SNRNT gÜèÜìÇç eíñäçäÉìäñéZ dÜ<èäïäêè N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  VR 

SNRNU gÜèÜìÇç eíñäçäÉìäñéZ eôäîïÜèÑÜL uèäíñÜèÜîîL ÇèÖ câÇìÇÑïÜìäõÇïäêè N N VR 

SNS	 sïÜÇÖö sïÇïÜ ÇèÖ tìÇèîäïäêèÇç döèÇéäÑî N N N N N N N N  N N N N N N N N N N  N N  VW 

SNSNQ sïÜÇÖö sïÇïÜ N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  VW 

SNSNR tìÇèîäïäêèÇç döèÇéäÑî N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  VY 

SNT	 tâÜ nÜêÑçÇîîäÑÇç gìêòïâ mêÖÜç òäïâ eôêàÜèêñî lÇÉêì N N N N N N N N N N  N N  VY 

SNTNQ sïÜÇÖö sïÇïÜ ÇèÖ tìÇèîäïäêèÇç döèÇéäÑî N N N N  N N N N N N N N N N  N N  VY 

SNTNR cêèïäèñêñî täéÜ N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  WQ 

SNTNS pâÇîÜ däÇàìÇé HfäàñìÜ QI N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  WR 

SNU	 cêéëÇìÇïäóÜ sïÇïäÑî ÇèÖ iéëñçîÜ rÜîëêèîÜî N N N N N N  N N N N N N N N N N  N N  WU 

SNUNQ aÖÖäïäóÜ eèÖêòéÜèï HfäàñìÜ RI N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  WU 

SNUNR tÇôÇïäêè ÇèÖ rÜÖäîïìäÉñïäêè HfäàñìÜî S ÇèÖ TI N N N N N N N N N N N  N N  WV 

SNUNS pìêÖñÑïäóäïö sâêÑåîZ a ëìÜçñÖÜ ïê rbc HfäàñìÜî U ÇèÖ VI N N N N  N N  WX 

SNUNT gêóÜìèéÜèï sëÜèÖäèà HfäàñìÜ W ÇèÖ XI N N N N N  N N N N N N N N N N  N N  XP 

SNV	 eèÖêàÜèêñî lÇÉêì sñëëçöL ïâÜ rbc pìêëÇàÇïäêè mÜÑâÇèäîéL ÇèÖ bÜöêèÖ N XR 

SNVNQ tâÜ pâÇîÜ däÇàìÇé òäïâ eèÖêàÜèêñî lÇÉêì sñëëçö N N N N N N N N  N N  XR 

SNVNR iéëñçîÜ rÜîëêèÑÜî rÜóäîäïÜÖ N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  XS 

SNVNS tâÜ rbc pìêëÇàÇïäêè mÜÑâÇèäîéL ÇèÖ bÜöêèÖ N N N N N N N N N N  N N  XS 

T aëëçäÑÇïäêèî XU 

TNQ aììêòMdÜÉìÜñ mÇìåÜïî ÇèÖ cêèîñéëïäêè séêêïâäèà N N N N N N N N N N N  N N  XU 

ó 



TNQNQ tâÜ ièïÜìïÜéëêìÇç bñÖàÜï N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  XU


TNQNR aììêòMdÜÉìÜñ óÜìîñî rÇÖèÜì N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  XV


TNQNS tâÜ cêèîñéëïäêè pìêÉçÜé òäïâ ceis N N N N N  N N N N N N N N N N  N N  XW


TNQNT ièïÜìïÜéëêìÇç cêèîñéëïäêè séêêïâäèàL òäïâ nê uèÑÜìïÇäèïö N N N N N XX


TNQNU ièÑêéëçÜïÜ mÇìåÜïî ÇèÖ sÜçáMièîñìÇèÑÜ N N N N N  N N N N N N N N N N  N N  YQ


TNR aààìÜàÇïäêè ÇèÖ ïâÜ rÜëìÜîÜèïÇïäóÜ cêèîñéÜì N N N N N  N N N N N N N N N N  N N  YQ


TNS fäîÑÇç pêçäÑö N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  YT


TNSNQ räÑÇìÖäÇè eíñäçäóÇçÜèÑÜ N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  YT


TNSNR tÇô séêêïâäèà ÇèÖ dÜÉï mÇèÇàÜéÜèï N N N N N  N N N N N N N N N N  N N  YV


TNT räîå sâÇìäèà ÇèÖ ccapm N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  YV


TNTNQ räîå sâÇìäèà N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  YV


TNTNR aîîÜï pìäÑäèà ÇèÖ ccapm N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  YV


TNU rÇéîÜö mÜÜïî têÉäèZ aÖãñîïéÜèï cêîïî ÇèÖ q N N N N N N N N N N N N N N N N N  YV


TNV rÇéîÜö mÜÜïî lÇäÉîêèZ höëÜìÉêçäÑ däîÑêñèïäèà N N N N  N N N N N N N N N N  N N  YV


TNVNQ iéëçäÑÇïäêèî áêì lêèàMrñè sÇóäèàî N N N N N N N  N N N N N N N N N N  N N  YV


TNVNR iéëçäÑÇïäêèî áêì sÜçáMièîñìÇèÑÜ N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  YW


U oóÜìçÇëëäèà gÜèÜìÇïäêèî mêÖÜçî YY


UNQ olg ÇèÖ läáÜMcöÑçÜ sÇóäèàî N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  YY


UNQNQ hêñîÜâêçÖî N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  YY


UNQNR pêëñçÇïäêè gìêòïâ N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  QPQ


UNQNS fäìéî ÇèÖ mÇìåÜï cçÜÇìäèà N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  QPR


UNQNT gÜèÜìÇç eíñäçäÉìäñé N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  QPR


UNR sêéÜ eôÇéëçÜî N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  QPT


UNRNQ lêà uïäçäïö ÇèÖ cêÉÉMdêñàçÇî tÜÑâèêçêàö N N N N N N N N N N N N N  N N  QPT


óä 



14.451 Lecture Notes 

UNRNR sïÜÇÖö sïÇïÜ N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  QPU


UNRNS nê lÇÉêì ièÑêéÜ wâÜè oçÖZ tâÜ däÇéêèÖ mêÖÜç N N N N N N N N  N N  QPV


UNRNT pÜìëÜïñÇç yêñïâZ tâÜ bçÇèÑâÇìÖ mêÖÜç N N N N N  N N N N N N N N N N  N N  QPW


UNS rÇéîÜö mÜÜïî däÇéêèÖZ tâÜ bçÇèÑâÇìÖ mêÖÜç N N N N  N N N N N N N N N N  N N  QPX


UNT vÇìäêñî iéëçäÑÇïäêèî N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  QPX


V eèÖêàÜèêñî gìêòïâ iZ AK, H, ÇèÖ G QPY


VNQ tâÜ säéëçÜ AK mêÖÜç N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  QPY


VNQNQ pÇìÜïê aççêÑÇïäêèî N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  QPY


VNQNR tâÜ fìäÑïäêèçÜîî cêéëÜïäïäóÜ eÑêèêéö N N N N N  N N N N N N N N N N  N N  QQR


VNR a säéëçÜ mêÖÜç êá hñéÇè cÇëäïÇç N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  QQS


VNRNQ pÇìÜïê aççêÑÇïäêèî N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  QQS


VNRNR mÇìåÜï aççêÑÇïäêèî N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  QQX


VNS lÜÇìèäèà Éö eÖñÑÇïäêè HoõÇòÇ ÇèÖ lñÑÇîI N N N N N N N  N N N N N N N N N N  N N  QQY


VNT lÜÇìèäèà Éö dêäèà ÇèÖ kèêòçÜÖàÜ sëäççêóÜìî Haììêò ÇèÖ rêéÜìI N N N N  N N  QRP


VNTNQ mÇìåÜï aççêÑÇïäêèî N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  QRP


VNTNR pÇìÜïê aççêÑÇïäêèî ÇèÖ pêçäÑö iéëçäÑÇïäêèî N N N  N N N N N N N N N N  N N  QRR


VNU gêóÜìèéÜèï sÜìóäÑÜî HbÇììêI N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  QRS


W eèÖêàÜèêñî gìêòïâ iiZ rFd ÇèÖ tÜÑâèêçêàäÑÇç câÇèàÜ QRU


WNQ eôëÇèÖäèà pìêÖñÑï vÇìäÜïö HrêéÜìI N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  QRU


WNQNQ tÜÑâèêçêàö N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  QRV


WNQNR fäèÇç gêêÖ sÜÑïêì N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  QRW


WNQNS ièïÜìéÜÖäÇïÜ gêêÖ sÜÑïêì N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  QRX


WNQNT tâÜ ièèêóÇïäêè sÜÑïêì N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  QSP


WNQNU hêñîÜâêçÖî N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  QSQ


óää 



WNQNV rÜîêñìÑÜ cêèîïìÇäèï N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  QSQ


WNQNW gÜèÜìÇç eíñäçäÉìäñé N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N  QSR


WNQNX pÇìÜïê aççêÑÇïäêèî ÇèÖ pêçäÑö iéëçäÑÇïäêèî N N N  N N N N N N N N N N  N N  QSS


WNQNY ièïìêÖñÑäèà såäççÜÖ lÇÉêì ÇèÖ hñéÇè cÇëäïÇç N N N N N N N N N N N  N N  QSU


WNQNQP ièïÜìèÇïäêèÇç tìÇÖÜL tÜÑâèêçêàö däffñîäêèL ÇèÖ êïâÜì äéëçäÑÇïäêèî N N QSU


WNR ièÑìÜÇîäèà pìêÖñÑï qñÇçäïö HaàâäêèMhêòäïïI N N N N N N  N N N N N N N N N N  N N  QSU


óäää




câÇëïÜì Q 

ièïìêÖñÑïäêè ÇèÖ gìêòïâ fÇÑïî 

QNQ ièïìêÖñÑïäêè 

/	 iè RPPPL gdp ëÜì ÑÇëäïÇ äè ïâÜ uèäïÜÖ sïÇïÜî òÇî ã)OaÑÑ HóÇçñÜÖ Çï QYYU D ëìäÑÜîIN 

tâäî âäàâ äèÑêéÜ çÜóÜç ìÜ=ÜÑïî Ç âäàâ îïÇèÖÇìÖ êá çäóäèàN 

/	 iè ÑêèïìÇîïL îïÇèÖÇìÖ êá çäóäèà äî éñÑâ çêòÜì äè éÇèö êïâÜì ÑêñèïìäÜîZ ãÄÑÑÑ äè mÜôäÑêL 

ãÉÑÑÑ äè câäèÇL ãOaÑÑ äè ièÖäÇL ÇèÖ êèçö ãüÑÑÑ äè näàÜìäÇ HÇçç <àñìÜî ÇÖãñîïÜÖ áêì 

ëñìÑâÇîäèà ëêòÜì ëÇìäïöIN 

/	 hêò ÑÇè ÑêñèïìäÜî òäïâ çêò çÜóÜç êá gdp ëÜì ëÜìîêè ÑÇïÑâ ñë òäïâ ïâÜ âäàâ çÜóÜçî 

ÜèãêöÜÖ Éö ïâÜ uèäïÜÖ sïÇïÜî êì ïâÜ gW_ 

/ oèçö Éö âäàâ àìêòïâ ìÇïÜî îñîïÇäèÜÖ áêì çêèà ëÜìäêÖî êá ïäéÜN 

/	 séÇçç ÖäffÜìÜèÑÜî äè àìêòïâ ìÇïÜî êóÜì çêèà ëÜìäêÖî êá ïäéÜ ÑÇè éÇåÜ âñàÜ ÖäffÜìÜèÑÜî 

äè <èÇç êñïÑêéÜîN 

Q 



/	 us ëÜìMÑÇëäïÇ gdp àìÜò Éö Ç áÇÑïêì ≈ üÑ áìêé QXWP ïê RPPPZ iè QYYU ëìäÑÜîL äï òÇî 

ã))ÑÑ äè QXWP ÇèÖ ã)OaÑÑ äè RPPPNQ aóÜìÇàÜ àìêòïâ ìÇïÜ òÇî ≈ ü.Kaf. iá us âÇÖ àìêòè 

òäïâ .Kaf HçäåÜ ièÖäÇL pÇåäîïÇèL êì ïâÜ pâäçäëëäèÜîIL äïî gdp òêñçÖ ÉÜ êèçö ãeKÑÑ äè 

QYYP HäNÜNL ≈ ü/É êá ïâÜ ÇÑïñÇç êèÜL îäéäçÇì ïê mÜôäÑêL çÜîî ïâÇè pêìïñàÇç êì gìÜÜÑÜIN iá 

us âÇÖ àìêòè òäïâ O.Kaf HçäåÜ jÇëÇè êì tÇäòÇèIL äïî gdp òêñçÖ ÉÜ ãüüOÑÑÑ äè QYYP 

HäNÜNL ).a ïäéÜî ïâÜ ÇÑïñÇç êèÜIN 

/	 aï Ç àìêòïâ ìÇïÜ êá üf, êñì ÑâäçÖìÜè òäçç âÇóÜ ≈ ü.É êñì äèÑêéÜN aï Ç àìêòïâ ìÇïÜ êá 

)f, êñì ÑâäçÖìÜè òäçç âÇóÜ ≈ O.a êñì äèÑêéÜN sêéÜ eÇîï aîäÇè ÑêñèïìäÜî àìÜò Éö pf 

êóÜì QYVPMQYYP[ ïâäî äî Ç áÇÑïêì êá ≈ p òäïâäè ãñîï êèÜ àÜèÜìÇïäêèAAA 

/	 oèÑÜ òÜ ÇëëìÜÑäÇïÜ ïâÜ äéëêìïÇèÑÜ êá îñîïÇäèÜÖ àìêòïâL ïâÜ íñÜîïäêè äî èÇïñìÇçZ wâÇï 

ÑÇè Öê ïê éÇåÜ àìêòïâ áÇîïÜì_ 

/	 eíñäóÇçÜèïçöZ wâÇï ÇìÜ ïâÜ áÇÑïêìî ïâÇï ÜôëçÇäè ÖäffÜìÜèÑÜî äè ÜÑêèêéäÑ àìêòïâL ÇèÖ 

âêò ÑÇè òÜ Ñêèïìêç ïâÜîÜ áÇÑïêìî_ 

/	 iè êìÖÜì ïê ëìÜîÑìäÉÜ ëêçäÑäÜî ïâÇï òäçç ëìêéêïÜ àìêòïâL òÜ èÜÜÖ ïê ñèÖÜìîïÇèÖ òâÇï 

ÇìÜ ïâÜ ÖÜïÜìéäèÇèïî êá ÜÑêèêéäÑ àìêòïâL Çî òÜçç Çî òâÇï ÇìÜ ïâÜ ÜffÜÑïî êá ÜÑêèêéäÑ 

àìêòïâ êè îêÑäÇç òÜçáÇìÜN tâÇïGî ÜôÇÑïçö òâÜìÜ gìêòïâ tâÜêìö ÑêéÜî äèïê ëäÑïñìÜNNN 

QlÜï y0 ÉÜ ïâÜ gdp ëÜì ÑÇëäïÇç Çï öÜÇì 0, yT ïâÜ gdp ëÜì ÑÇëäïÇ Çï öÜÇì T,  ÇèÖ x ïâÜ ÇóÜìÇàÜ ÇèèñÇç 

àìêòïâ ìÇïÜ êóÜì ïâÇï ëÜìäêÖN tâÜèL yT = (1 + x)T y0N tÇåäèà çêàîL òÜ ÑêéëñïÜ ln yT − ln y0 = T ln(1 + x) ≈ 

Tx, êì ÜíñäóÇçÜèïö x ≈ (ln yT − ln y0)/T. 

R 
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QNR	 tâÜ wêìçÖ däîïìäÉñïäêè êá ièÑêéÜ lÜóÜçî ÇèÖ gìêòïâ 

rÇïÜî 

/	 aî òÜ éÜèïäêèÜÖ ÉÜáêìÜL äè RPPP ïâÜìÜ òÜìÜ éÇèö ÑêñèïìäÜî ïâÇï âÇÖ éñÑâ çêòÜì 

îïÇèÖÇìÖî êá çäóäèà ïâÇè ïâÜ uèäïÜÖ sïÇïÜîN tâäî áÇÑï ìÜ=ÜÑïî ïâÜ âäàâ ÑìêîîMÑêñèïìö 

ÖäîëÜìîäêè äè ïâÜ çÜóÜç êá äèÑêéÜN 

/	 fäàñìÜ QR îâêòî ïâÜ ÖäîïìäÉñïäêè êá gdp ëÜì ÑÇëäïÇ äè RPPP ÇÑìêîî ïâÜ QTW ÑêñèïìäÜî äè 

ïâÜ sñééÜìî ÇèÖ hÜîïêè ÖÇïÇîÜïN tâÜ ìäÑâÜîï Ñêñèïìö òÇî lñôÜéÉêñìàL òäïâ ãÉÉÑÑÑ 

gdp ëÜì ëÜìîêèN tâÜ uèäïÜÖ sïÇïÜî ÑÇéÜ îÜÑêèÖL òäïâ ã)OaÑÑ. tâÜ gW ÇèÖ éêîï êá 

ïâÜ oecd ÑêñèïìäÜî ìÇèåÜÖ äè ïâÜ ïêë RU ëêîäïäêèîL ïêàÜïâÜì òäïâ säèàÇëêìÜL hêèà 

kêèàL tÇäòÇèL ÇèÖ cöëìñîN mêîï aáìäÑÇè ÑêñèïìäÜîL êè ïâÜ êïâÜì âÇèÖL áÜçç äè ïâÜ 

Éêïïêé RU êá ïâÜ ÖäîïìäÉñïäêèN tÇèõÇèäÇ òÇî ïâÜ ëêêìÜîï ÑêñèïìöL òäïâ êèçö ãaKÑ ëÜì 

ëÜìîêè 5 ïâÇï äîL çÜîî ïâÇè Of êá ïâÜ äèÑêéÜ äè ïâÜ uèäïÜÖ sïÇïÜî êì lñôÜéÉñìàA 

/	 fäàñìÜ R îâêòî ïâÜ ÖäîïìäÉñïäêè êá gdp ëÜì ÑÇëäïÇ äè QYVP ÇÑìêîî ïâÜ QQS ÑêñèïìäÜî 

áêì òâäÑâ ÖÇïÇ ÇìÜ ÇóÇäçÇÉçÜN tâÜ ìäÑâÜîï Ñêñèïìö ïâÜè òÇî sòäïõÜìçÇèÖL òäïâ ãüaÑÑÑ[ 

ïâÜ uèäïÜÖ sïÇïÜî òÇî ÇàÇäè îÜÑêèÖL òäïâ ãü)ÑÑÑ, ÇèÖ ïâÜ ëêêìÜîï Ñêñèïìö òÇî ÇàÇäè 

tÇèõÇèäÇL òäïâ ãÉaÑ. 

/	 tâÜ ÑìêîîMÑêñèïìö ÖäîëÜìîäêè êá äèÑêéÜ òÇî ïâñî Çî òäÖÜ äè QYVP Çî äè RPPPN nÜóÜìM 

ïâÜçÜîîL ïâÜìÜ òÜìÜ îêéÜ äéëêìïÇèï éêóÜéÜèïî Öñìäèà ïâäî TPMöÜÇì ëÜìäêÖN aìàÜèïäèÇL 

vÜèÜõñÜçÇL uìñàñÇöL iîìÇÜçL ÇèÖ sêñïâ aáìäÑÇ òÜìÜ äè ïâÜ ïêë RU äè QYVPL Éñï èêèÜ éÇÖÜ 

äï ïê ïâÜ ïêë RU äè RPPPN oè ïâÜ êïâÜì âÇèÖL câäèÇL ièÖêèÜîäÇL nÜëÇçL pÇåäîïÇèL ièÖäÇL 

ÇèÖ bÇèàçÇÖÜîâ àìÜò áÇîï Üèêñàâ ïê ÜîÑÇëÜ ïâÜ Éêïïêé RU ÉÜïòÜÜè QYVP ÇèÖ QYWPN 

RfäàñìÜî QL R ÇèÖ S ÇìÜ ìÜëìêÖñÑÜÖ áìêé bÇììê HRPPSIN 

S 



tâÜîÜ çÇìàÜ éêóÜéÜèïî äè ïâÜ ÖäîïìäÉñïäêè êá äèÑêéÜ ìÜ=ÜÑïî îñîïÇäèÜÖ ÖäffÜìÜèÑÜî äè 

ïâÜ ìÇïÜ êá ÜÑêèêéäÑ àìêòïâN 

/	 fäàñìÜ S îâêòî ïâÜ ÖäîïìäÉñïäêè êá ïâÜ àìêòïâ ìÇïÜî ïâÜ ÑêñèïìäÜî ÜôëÜìäÜèÑÜÖ ÉÜïòÜÜè 

QYVP ÇèÖ RPPPN jñîï Çî ïâÜìÜ äî Ç àìÜÇï ÖäîëÜìîäêè äè äèÑêéÜ çÜóÜçîL ïâÜìÜ äî Ç àìÜÇï 

ÖäîëÜìîäêè äè àìêòïâ ìÇïÜîN tâÜ éÜÇè àìêòïâ ìÇïÜ òÇî ü.ef ëÜì Çèèñé[ ïâÇï äîL ïâÜ 

òêìçÖ êè ÇóÜìÇàÜ òÇî ïòäÑÜ Çî ìäÑâ äè RPPP Çî äè QYVPN tâÜ uèäïÜÖ sïÇïÜî ÖäÖ îçäàâïçö 

ÉÜïïÜì ïâÇè ïâÜ éÜÇèN tâÜ áÇîïÜîï àìêòäèà Ñêñèïìö òÇî tÇäòÇèL òäïâ Ç ÇèèñÇç ìÇïÜ Çî 

âäàâ Çî pfL òâäÑâ ÇÑÑñéñçÇïÜî ïê Ç áÇÑïêì êá üÑ êóÜì ïâÜ TPMöÜÇì ëÜìäêÖN tâÜ îçêòÜîï 

àìêòäèà Ñêñèïìö òÇî zÇéÉäÇL òäïâ Çè èÜàÇïäóÜ ìÇïÜ Çï −ü.efE zÇéÉäÇGî ìÜîäÖÜèïî îâêò 

ïâÜäì äèÑêéÜ îâìäèåäèà ïê âÇçá ÉÜïòÜÜè QYVP ÇèÖ RPPPN 

/	mêîï eÇîï aîäÇè ÑêñèïìäÜî HtÇäòÇèL säèàÇëêìÜL sêñïâ kêìÜÇL hêèà kêèàL tâÇäçÇèÖL 

câäèÇL ÇèÖ jÇëÇèIL ïêàÜïâÜì òäïâ bêîïòÇèÇ HÇè êñïçäÜì Çî ÑêéëÇìÜÖ ïê êïâÜì îñÉM 

sÇâÇìÇè aáìäÑÇè ÑêñèïìäÜîIL cöëìñîL rêéÇèäÇL ÇèÖ mÇñìäïñîL âÇÖ ïâÜ éêîï îïÜççÇì 

àìêòïâ ëÜìáêìéÇèÑÜî[ ïâÜö òÜìÜ ïâÜ 0àìêòïâ éäìÇÑçÜî1 êá êñì ïäéÜîN sêéÜ oecd 

ÑêñèïìäÜî HiìÜçÇèÖL pêìïñàÇçL sëÇäèL gìÜÜÑÜL lñôÜéÉñìà ÇèÖ nêìòÇöI Ççîê éÇÖÜ äï 

ïê ïâÜ ïêë RP êá ïâÜ àìêòïâMìÇïÜî ÑâÇìïN oè ïâÜ êïâÜì âÇèÖL QX êñï êá ïâÜ Éêïïêé RP 

òÜìÜ îñÉMsÇâÇìÇè aáìäÑÇè ÑêñèïìäÜîN oïâÜì èêïÇÉçÜ 0àìêòïâ ÖäîÇîïÜìî1 òÜìÜ vÜèÜõñÜçÇL 

câÇÖ ÇèÖ iìÇíN 

QNS uèÑêèÖäïäêèÇç óÜìîñî cêèÖäïäêèÇç cêèóÜìàÜèÑÜ 

/	 tâÜìÜ ÇìÜ äéëêìïÇèï éêóÜéÜèïî äè ïâÜ òêìçÖ äèÑêéÜ ÖäîïìäÉñïäêèL ìÜ=ÜÑïäèà îñÉîïÇèïäÇç 

ÖäffÜìÜèÑÜî äè àìêòïâ ìÇïÜîN nêèÜïâÜçÜîîL êè ÇóÜìÇàÜ äèÑêéÜ ÇèÖ ëìêÖñÑïäóäïö ÖäffÜìM 

ÜèÑÜî ÇìÜ óÜìö ëÜìîäîïÜèïN 

T 
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/	 fäàñìÜ TS àìÇëâî Ç ÑêñèïìöGî gdp ëÜì òêìåÜì äè QYXX HèêìéÇçäõÜÖ Éö ïâÜ us çÜóÜçI 

ÇàÇäèîï ïâÜ îÇéÜ ÑêñèïìöGî gdp ëÜì òêìåÜì äè QYVP HÇàÇäè èêìéÇçäõÜÖ Éö ïâÜ us çÜóÜçIN 

mêîï êÉîÜìóÇïäêèî ÑçêîÜ ïê ïâÜ ÉaoMçäèÜL éÜÇèäèà ïâÇï éêîï ÑêñèïìäÜî ÖäÖ èêï ÜôëÜìäM 

ÜèÑÜÖ Ç ÖìÇéÇïäÑ ÑâÇèàÜ äè ïâÜäì ìÜçÇïäóÜ ëêîäïäêè äè ïâÜ òêìçÖ äèÑêéÜ ÖäîïìäÉñïäêèN iè 

êïâÜì òêìÖîL äèÑêéÜ ÖäffÜìÜèÑÜî ÇÑìêîî ÑêñèïìäÜî ÇìÜ óÜìö ëÜìîäîïÜèïN 

/	 tâäî Ççîê éÜÇèî ïâÇï ëêêì ÑêñèïìäÜî êè ÇóÜìÇàÜ Öê èêï àìêò áÇîïÜì ïâÇè ìäÑâ ÑêñèïìäÜîN 

aèÖ ÇèêïâÜì òÇö ïê îïÇïÜ ïâÜ îÇéÜ áÇÑï äî ïâÇï ñèÑêèÖäïäêèÇç ÑêèóÜìàÜèÑÜ äî õÜìêN tâÇï 

äîL äá òÜ ìÇè ïâÜ ìÜàìÜîîäêè 

∆ G\ yOÑÑÑ−üÄpÑ D α å β ! G\ yüÄpÑ, 

ïâÜ ÜîïäéÇïÜÖ ÑêÜffiÑäÜèï β äî õÜìêN 

/ oè ïâÜ êïâÜì âÇèÖL ÑêèîäÖÜì ïâÜ ìÜàìÜîîäêè 

∆ G\ yüÄpÑ−ÄÑ D α å β ! G\ yüÄpÑ å γ ! XüÄpÑ 

òâÜìÜ XüÄpÑ äî Ç îÜï êá ÑêñèïìöMîëÜÑä<Ñ ÑêèïìêçîL îñÑâ Çî çÜóÜçî êá ÜÖñÑÇïäêèL <îÑÇç ÇèÖ 

éêèÜïÇìö ëêçäÑäÜîL éÇìåÜï ÑêéëÜïäïäêèL ÜïÑN tâÜèL ïâÜ ÜîïäéÇïÜÖ ÑêÜffiÑäÜèï β ïñìèî 

ïê ÉÜ ëêîäïäóÜ Häè ëÇìïäÑñçÇìL ÇìêñèÖ Of ëÜì ÇèèñéIN tâÜìÜáêìÜL äá òÜ çêêå äè Ç àìêñë 

êá ÑêñèïìäÜî ïâÇï îâÇìÜ îäéäçÇì ÑâÇìÇÑïÜìäîïäÑî HÇî éÜÇîñìÜÖ Éö X9L ïâÜ ÑêñèïìäÜî òäïâ 

çêòÜì äèïäÇç äèÑêéÜ ïÜèÖ ïê àìêò áÇîïÜì ïâÇè ïâÜäì ìäÑâ ÑêñèïÜìëÇìïîL ÇèÖ ïâÜìÜáêìÜ ïâÜ 

ëêêì ÑêñèïìäÜî ïÜèÖ ïê ÑÇïÑâ ñë òäïâ ïâÜ ìäÑâ ÑêñèïìäÜî äè ïâÜ îÇéÜ àìêñëN tâäî äî 

òâÇï òÜ ÑÇçç ÑêèÖäïäêèÇç ÑêèóÜìàÜèÑÜN 

/ cêèÖäïäêèÇç ÑêèóÜìàÜèÑÜ äî äççñîïìÇïÜÖ äè fäàñìÜî U ÇèÖ VL áêì ïâÜ àìêñë êá oecd 

ÑêñèïìäÜî ÇèÖ ïâÜ àìêñë êá us îïÇïÜîL ìÜîëÜÑïäóÜçöN 

SfäàñìÜ T äî ìÜëìêÖñÑÜÖ áìêé jêèÜî HQYYWIN 

U 



QNT sïöçäõÜÖ fÇÑïî 

tâÜ áêççêòäèà ÇìÜ îïöçäõÜÖ áÇÑïî ïâÇï îâêñçÖ àñäÖÜ ñî äè ïâÜ éêÖÜçäèà êá ÜÑêèêéäÑ àìêòïâ 

HkÇçÖêìL kñõèÜïîL rêéÜìL lñÑÇîL bÇììêL mÇèåäòMrêéÜìMwÜäçL ÇèÖ êïâÜìîIZ 

QN	 iè ïâÜ îâêìï ìñèL äéëêìïÇèï =ñÑïñÇïäêèîZ oñïëñïL ÜéëçêöéÜèïL äèóÜîïéÜèïL ÇèÖ ÑêèM 

îñéëïäê óÇìö Ç çêï ÇÑìêîî Éêêéî ÇèÖ ìÜÑÜîîäêèîN 

RN	 iè ïâÜ çêèà ìñèL ÉÇçÇèÑÜÖ àìêòïâZ oñïëñï ëÜì òêìåÜì ÇèÖ ÑÇëäïÇç ëÜì òêìåÜì bY/L ÇèÖ 

K/L9 àìêò Çï ìêñàâçö ÑêèîïÇèïL ÇèÖ ÑÜìïÇäèçö èêï óÇèäîâäèàL ìÇïÜîN tâÜ ÑÇëäïÇçMïêM 

êñïëñï ìÇïäê bK/Y 9 äî èÜÇìçö ÑêèîïÇèïN tâÜ ìÜïñìè ïê ÑÇëäïÇç br 9 äî ìêñàâçö ÑêèîïÇèïL 

òâÜìÜÇî ïâÜ òÇàÜ ìÇïÜ bw9 àìêòî Çï ïâÜ îÇéÜ ìÇïÜî Çî êñïëñïN aèÖL ïâÜ äèÑêéÜ îâÇìÜî 

êá çÇÉêì ÇèÖ ÑÇëäïÇç bwL/Y ÇèÖ rK/Y 9 îïÇö ìêñàâçö ÑêèîïÇèïN 

SN sñÉîïÇèïäÇç ÑìêîîMÑêñèïìö ÖäffÜìÜèÑÜî äè Éêïâ äèÑêéÜ çÜóÜçî ÇèÖ àìêòïâ ìÇïÜîN 

TN pÜìîäîïÜèï ÖäffÜìÜèÑÜî óÜìîñî ÑêèÖäïäêèÇç ÑêèóÜìàÜèÑÜN 

UN	 fêìéÇç ÜÖñÑÇïäêèZ häàâçö ÑêììÜçÇïÜÖ òäïâ âäàâ çÜóÜçî êá äèÑêéÜ HêÉóäêñîçö ïòêMÖäìÜÑïäêè 

ÑÇñîÇçäïöI[ ïêàÜïâÜì òäïâ ÖäffÜìÜèÑÜî äè îÇóäèà ìÇïÜî ÑÇè 0ÜôëçÇäè1 Ç çÇìàÜ áìÇÑïäêè êá ïâÜ 

ÑìêîîMÑêñèïìö ÖäffÜìÜèÑÜî äè êñïëñï[ Çè äéëêìïÇèï ëìÜÖäÑïêì êá âäàâ àìêòïâ ëÜìáêìéÇèÑÜN 

VN	 rFd ÇèÖ itZ mêîï ëêòÜìáñç ÜèàäèÜî êá àìêòïâ HÉñï ìÜíñäìÜ âäàâ îåäççî Çï ïâÜ <ìîï 

ëçÇÑÜIN 

WN	 gêóÜìèéÜèï ëêçäÑäÜîZ tÇôÇïäêèL äèáìÇîïìñÑïñìÜL äè=ÇïäêèL çÇò ÜèáêìÑÜéÜèïL ëìêëÜìïö 

ìäàâïî ÇèÖ Ñêììñëïäêè ÇìÜ äéëêìïÇèï ÖÜïÜìéäèÇèïî êá àìêòïâ ëÜìáêìéÇèÑÜN 

XN	 dÜéêÑìÇÑöZ aè äèóÜìïÜÖ uMîâÇëÜÖ ìÜçÇïäêè[ ïâÇï äîL ÇñïÇìÑâäÜî ÇìÜ ÉÇÖ áêì àìêòâïL ÇèÖ 

ÖÜéêÑìÇÑäÜî ÇìÜ àêêÖL Éñï ïêê éñÑâ ÖÜéêÑìÇÑö ÑÇè îçêò Öêòè àìêòïâN 

V 
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YN	 oëÜèèÜîîZ ièïÜìèÇïäêèÇç ïìÇÖÜ ÇèÖ <èÇèÑäÇç äèïÜàìÇïäêè ëìêéêïÜ àìêòïâ HÉñï èêï èÜÑM 

ÜîîÇìäçö äá äï äî ÉÜïòÜÜè ïâÜ nêìïâ ÇèÖ ïâÜ sêñïâIN 

QPN	 ièÜíñÇçäïöZ tâÜ kñèõÜïî ÑñìóÜL èÇéÜçö Çè äèóÜìïÜÖ uMîâÇëÜÖ ìÜçÇïäêè ÉÜïòÜÜè äèÑêéÜ 

äèÜíñÇçäïö ÇèÖ gdp ëÜì ÑÇëäïÇ Hàìêòïâ ìÇïÜî Çî òÜççIN 

QQN	 fÜìäçäïöZ häàâ áÜìïäçäïö ìÇïÜî ÑêììÜçÇïÜÖ òäïâ çÜóÜçî êá äèÑêéÜ ÇèÖ çêò ìÇïÜî êá ÜÑêèêéäÑ 

àìêòïâ[ ÇèÖ ïâÜ ëìêÑÜîî êá ÖÜóÜçêëéÜèï áêççêòî Ç mÇçïâñî ÑñìóÜL éÜÇèäèà ïâÇï áÜìïäçäïö 

ìÇïÜî äèäïäÇççö äèÑìÜÇîÜ ÇèÖ ïâÜè áÇçç Çî ïâÜ ÜÑêèêéö ÖÜóÜçêëîN 

QRN fäèÇèÑäÇç éÇìåÜïî ÇèÖ ìäîåMîâÇìäèàZ bÇèåîL ÑìÜÖäïL îïêÑå éÇìåÜïîL îêÑäÇç äèîñìÇèÑÜN 

QSN sïìñÑïñìÇç ïìÇèîáêìéÇïäêèZ ÇàìäÑñçïñìÜ→éÇèäáÇÑïñìÜ→îÜìóäÑÜîN 

QTN	 uìÉÇèäõÇïäêèZ áÇéäçö ëìêÖñÑïäêè→êìàÇèäõÜÖ ëìêÖñÑïäêè[ îéÇçç óäçÇàÜî→Éäà ÑäïäÜî[ ÜôM 

ïÜèÖÜÖ ÖêéÜîïäÑ ïìÇÖÜN 

QUN	 oïâÜì äèîïäïñïäêèÇç ÇèÖ îêÑäÇç áÇÑïêìîZ ÑêçêèäÇç âäîïêìöL ÜïâèäÑ âÜïÜìêàÜèÜäïöL îêÑäÇç 

èêìéîN 

tâÜ ïâÜêìäÜî êá ÜÑêèêéäÑ àìêòïâ ïâÇï òÜ òäçç ìÜóäÜò äè ïâäî ÑêñìîÜ îÜÜå ïê ÜôëçÇäè âêò 

Ççç ïâÜ ÇÉêóÜ áÇÑïêìî äèïÜììÜçÇïÜ òäïâ ïâÜ ëìêÑÜîî êá ÜÑêèêéäÑ àìêòïâN oèÑÜ òÜ ñèÖÜìîïÇèÖ 

ÉÜïïÜì ïâÜ 0éÜÑâÇèäÑî1 êá ÜÑêèêéäÑ àìêòïâL òÜ òäçç ÉÜ ÇÉçÜL èêï êèçö ïê ëìÜÖäÑï ÜÑêèêéäÑ 

ëÜìáêìéÇèÑÜ áêì àäóÜè Ç îÜï êá áñèÖÇéÜèïÇçî HëêîäïäóÜ ÇèÇçöîäîIL Éñï Ççîê ïê äÖÜèïäáö òâÇï 

àêóÜìèéÜèï ëêçäÑäÜî êì îêÑäêMÜÑêèêéäÑ ìÜáêìéî ÑÇè ëìêéêïÜ îêÑäÇç òÜçáÇìÜ äè ïâÜ çêèà ìñè 

HèêìéÇïäóÜ ÇèÇçöîäîIN 

W




X




câÇëïÜì R 

tâÜ sêçêò gìêòïâ mêÖÜç HÇèÖ 

çêêåäèà ÇâÜÇÖI 

RNQ cÜèïìÇçäõÜÖ däÑïÇïêìäÇç aççêÑÇïäêèî 

/	 iè ïâäî îÜÑïäêèL òÜ îïÇìï ïâÜ ÇèÇçöîäî êá ïâÜ sêçêò éêÖÜç Éö ëìÜïÜèÖäèà ïâÇï ïâÜìÜ 

äî Ç ÉÜèÜóêçÜèï ÖäÑïÇïêìL êì îêÑäÇç ëçÇèèÜìL ïâÇï ÑâêêîÜî ïâÜ îïÇïäÑ ÇèÖ äèïÜìïÜéëêìÇç 

ÇççêÑÇïäêè êá ìÜîêñìÑÜî ÇèÖ ÖäÑïÇïÜî ïâÇï ÇççêÑÇïäêèî ïê ïâÜ âêñîÜâêçÖî êá ïâÜ ÜÑêèêéö 

wÜ òäçç çÇïÜì îâêò ïâÇï ïâÜ ÇççêÑÇïäêèî ïâÇï ëìÜóÇäç äè Ç ÖÜÑÜèïìÇçäõÜÖ ÑêéëÜïäïäóÜ 

éÇìåÜï ÜèóäìêèéÜèï ÑêäèÑäÖÜ òäïâ ïâÜ ÇççêÑÇïäêèî ÖäÑïÇïÜÖ Éö ïâÜ îêÑäÇç ëçÇèèÜìN 

RNQNQ tâÜ eÑêèêéöL ïâÜ hêñîÜâêçÖî ÇèÖ ïâÜ sêÑäÇç pçÇèèÜì 

/	 täéÜ äî ÖäîÑìÜïÜL t ∈ áÑ, ü, O, ...à. yêñ ÑÇè ïâäèå êá ïâÜ ëÜìäêÖ Çî Ç öÜÇìL Çî Ç àÜèÜìÇïäêèL 

êì Çî Çèö êïâÜì ÇìÉäïìÇìö çÜèàïâ êá ïäéÜN 

/ tâÜ ÜÑêèêéö äî Çè äîêçÇïÜÖ äîçÇèÖN mÇèö âêñîÜâêçÖî çäóÜ äè ïâäî äîçÇèÖN tâÜìÜ ÇìÜ 

Y 



èê éÇìåÜïî ÇèÖ ëìêÖñÑïäêè äî ÑÜèïìÇçäõÜÖN tâÜìÜ äî Ç ÉÜèÜóêçÜèï ÖäÑïÇïêìL êì îêÑäÇç 

ëçÇèèÜìL òâê àêóÜìèî Ççç ÜÑêèêéäÑ ÇèÖ îêÑäÇç ÇffÇäìîN 

/	 tâÜìÜ äî êèÜ àêêÖL òâäÑâ äî ëìêÖñÑÜÖ òäïâ ïòê áÇÑïêìî êá ëìêÖñÑïäêèL ÑÇëäïÇç ÇèÖ çÇÉêìL 

ÇèÖ òâäÑâ ÑÇè ÉÜ ÜäïâÜì ÑêèîñéÜÖ äè ïâÜ îÇéÜ ëÜìäêÖL êì äèóÜîïÜÖ Çî ÑÇëäïÇç áêì ïâÜ 

èÜôï ëÜìäêÖN 

/	 hêñîÜâêçÖî ÇìÜ ÜÇÑâ ÜèÖêòÜÖ òäïâ êèÜ ñèäï êá çÇÉêìL òâäÑâ ïâÜö îñëëçö äèÜçÇîïäÑçö ïê 

ïâÜ îêÑäÇç ëçÇèèÜìN tâÜ îêÑäÇç ëçÇèèÜì ñîÜî ïâÜ ÜèïäìÜ çÇÉêì áêìÑÜ ïêàÜïâÜì òäïâ ïâÜ 

ÇÑÑñéñçÇïÜÖ ÇààìÜàÇïÜ ÑÇëäïÇç îïêÑå ïê ëìêÖñÑÜ ïâÜ êèÜ àêêÖ êá ïâÜ ÜÑêèêéöN 

/	 iè ÜÇÑâ ëÜìäêÖL ïâÜ îêÑäÇç ëçÇèèÜì îÇóÜî Ç ÑêèîïÇèï áìÇÑïäêè s ∈ bÑ, ü9 êá ÑêèïÜéëêìÇèÜM 

êñî êñïëñïL ïê ÉÜ ÇÖÖÜÖ ïê ïâÜ ÜÑêèêéöGî ÑÇëäïÇç îïêÑåL ÇèÖ ÖäîïìäÉñïÜî ïâÜ ìÜéÇäèäèà 

áìÇÑïäêè ñèäáêìéçö ÇÑìêîî ïâÜ âêñîÜâêçÖî êá ïâÜ ÜÑêèêéöN 

/	 iè òâÇï áêççêòîL òÜ çÜï Lt ÖÜèêïÜ ïâÜ èñéÉÜì êá âêñîÜâêçÖî HÇèÖ ïâÜ îäõÜ êá ïâÜ çÇÉêì 

áêìÑÜI äè ëÜìäêÖ t, Kt ÇààìÜàÇïÜ ÑÇëäïÇç îïêÑå äè ïâÜ ÉÜàäèèäèà êá ëÜìäêÖ t, Yt ÇààìÜàÇïÜ 

êñïëñï äè ëÜìäêÖ t, Ct ÇààìÜàÇïÜ Ñêèîñéëïäêè äè ëÜìäêÖ t, ÇèÖ It ÇààìÜàÇïÜ äèóÜîïéÜèï 

äè ëÜìäêÖ t. tâÜ ÑêììÜîëêèÖäèà çêòÜìMÑÇîÜ óÇìäÇÉçÜî ìÜëìÜîÜèï ëÜìMÑÇëäïÇ éÜÇîñìÜîZ kt D 

Kt/Lt, yt D Yt/Lt, it D It/Lt, ÇèÖ ct D Ct/Lt. 

RNQNR tÜÑâèêçêàö ÇèÖ pìêÖñÑïäêè 

/ tâÜ ïÜÑâèêçêàö áêì ëìêÖñÑäèà ïâÜ àêêÖ äî àäóÜè Éö 

Yt D F bKt, Lt9 HRNQI 

òâÜìÜ F d RO → Rå äî Ç HîïÇïäêèÇìöI ëìêÖñÑïäêè áñèÑïäêèN wÜ ÇîîñéÜ ïâÇï F äîå 

Ñêèïäèñêñî ÇèÖ HÇçïâêñàâ èêï ÇçòÇöî èÜÑÜîîÇìöI ïòäÑÜ ÖäffÜìÜèïäÇÉçÜN 

QP 
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/ wÜ îÇö ïâÇï ïâÜ ïÜÑâèêçêàö äî 0èÜêÑçÇîîäÑÇç 1 äá F îÇïäî<Üî ïâÜ áêççêòäèà ëìêëÜìïäÜî 

QN cêèîïÇèï ìÜïñìèî ïê îÑÇçÜ HcrsIL êì çäèÜÇì âêéêàÜèÜäïöZ 

F bµK, µL9 D  µF bK,L9, ∀µ >  Ñ. 

RN pêîäïäóÜ ÇèÖ Öäéäèäîâäèà éÇìàäèÇç ëìêÖñÑïîZ 

FK bK,L9 > Ñ, FLbK,L9 > Ñ, 

FKK bK,L9 < Ñ, FLLbK,L9 < Ñ. 

òâÜìÜ Fx ≡ ∂F/∂x ÇèÖ Fxz ≡ ∂OF/b∂x∂z9 áêì x, z ∈ áK,Là. 

SN ièÇÖÇ ÑêèÖäïäêèîZ 

G-Q FK D G-Q FL D ∞, 
K→Ñ L→Ñ 

G-Q FK D G-Q FL D Ñ. 
K→∞ L→∞ 

/ bö äéëçäÑÇïäêèL F îÇïäî<Üî 

Y D F bK,L9 D  FK bK,L9K å FLbK,L9L 

êì ÜíñäóÇçÜèïçö 

ü D  εK å εL 

òâÜìÜ 

εK ≡ 
∂F

∂K


K 
ÇèÖ εL ≡ 

F 
∂F

∂L


L

F


açîêL FK ÇèÖ FL ÇìÜ âêéêàÜèÜêñî êá ÖÜàìÜÜ õÜìêL éÜÇèäèà ïâÇï ïâÜ éÇìàäèÇç ëìêÖñÑïî 

ÖÜëÜèÖ êèçö êè ïâÜ ìÇïäê K/L. 

aèÖL FKL > Ñ, éÜÇèäèà ïâÇï ÑÇëäïÇç ÇèÖ çÇÉêì ÇìÜ ÑêéëçÜéÜèïÇìöN 

QQ 



/ tÜÑâèêçêàö äè äèïÜèîäóÜ áêìéZ lÜï 

y D 
Y 

ÇèÖ k D 
L 

K

L

.


tâÜèL Éö crs


y D f bk9 HRNRI


òâÜìÜ


f bk9 ≡ F bk, ü9. 

bö ÖÜ<èäïäêè êá f ÇèÖ ïâÜ ëìêëÜìïäÜî êá F, 

f bÑ9 D Ñ, 

f ;bk9 > Ñ > f  ;;bk9 

G-Q f ;bk9 D Ñ 
k→Ñ 

f ;bk9 D  ∞, G-Q 
k→∞ 

açîêL


FK bK,L9 D  f ;bk9 

FLbK,L9 D  f bk9 − f ;bk9k 

/ eôÇéëçÜZ cêÉÉMdêñàçÇî ïÜÑâèêçêàö 

F bK,L9 D  KαLü−α 

iè ïâäî ÑÇîÜL 

εK D α, εL D ü  − α 

ÇèÖ 

f bk9 D  kα . 

QR 
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RNQNS tâÜ rÜîêñìÑÜ cêèîïìÇäèïL ÇèÖ ïâÜ lÇò êá mêïäêèî áêì cÇëM 

äïÇç ÇèÖ lÇÉêì 

/	 rÜéÜéÉÜì ïâÇï ïâÜìÜ äî Ç îäèàçÜ àêêÖL òâäÑâ ÑÇè ÉÜ ÜäïâÜì ÑêèîñéÜÖ êì äèóÜîïÜÖN oá 

ÑêñìîÜL ïâÜ îñé êá ÇààìÜàÇïÜ Ñêèîñéëïäêè ÇèÖ ÇààìÜàÇïÜ äèóÜîïéÜèï ÑÇè èêï ÜôÑÜÜÖ 

ÇààìÜàÇïÜ êñïëñïN tâÇï äîL ïâÜ îêÑäÇç ëçÇèèÜì áÇÑÜî ïâÜ áêççêòäèà ìÜîêñìÑÜ ÑêèîïìÇäèï Z 

Ct å It ≤ Yt HRNSI 

eíñäóÇçÜèïçöL äè ëÜìMÑÇëäïÇ ïÜìéîZ 

ct å it ≤ yt HRNTI 

/	 sñëëêîÜ ïâÇï ëêëñçÇïäêè àìêòïâ äî n ≥ Ñ ëÜì ëÜìäêÖN tâÜ îäõÜ êá ïâÜ çÇÉêì áêìÑÜ ïâÜè 

ÜóêçóÜî êóÜì ïäéÜ Çî áêççêòîZ 

Lt D bü å n9Lt−ü D bü å n9tLÑ HRNUI 

wÜ èêìéÇçäõÜ LÑ D ü. 

/	 sñëëêîÜ ïâÇï Üôäîïäèà ÑÇëäïÇç ÖÜëìÜÑäÇïÜî êóÜì ïäéÜ Çï Ç <ôÜÖ ìÇïÜ δ ∈ ÇÑ, üç. tâÜ 

ÑÇëäïÇç îïêÑå äè ïâÜ ÉÜàäèèäèà êá èÜôï ëÜìäêÖ äî àäóÜè Éö ïâÜ èêèMÖÜëìÜÑäÇïÜÖ ëÇìï êá 

ÑñììÜèïMëÜìäêÖ ÑÇëäïÇçL ëçñî ÑêèïÜéëêìÇèÜêñî äèóÜîïéÜèïN tâÇï äîL ïâÜ çÇò êá éêïäêè 

áêì ÑÇëäïÇç äî 

Ktåü D bü − δ9Kt å It. HRNVI 

eíñäóÇçÜèïçöL äè ëÜìMÑÇëäïÇ ïÜìéîZ 

bü å n9ktåü D bü − δ9kt å it 

QS 



wÜ ÑÇè ÇëëìêôäéÇïÜçö òìäïÜ ïâÜ ÇÉêóÜ Çî 

ktåü ≈ bü − δ − n9kt å it HRNWI 

tâÜ îñé δ å n ÑÇè ïâñî ÉÜ äèïÜìëìÜïÜÖ Çî ïâÜ 0ÜffÜÑïäóÜ1 ÖÜëìÜÑäÇïäêè ìÇïÜ êá ëÜìM 

ÑÇëäïÇ ÑÇëäïÇçN HrÜéÇìåZ tâäî ÇëëìêôäéÇïäêè ÉÜÑêéÜî ÇìÉäïìÇìäçö àêêÖ Çî ïâÜ ÜÑêèêéö 

ÑêèóÜìàÜî ïê äïî îïÜÇÖö îïÇïÜN açîêL äï òêñçÖ ÉÜ ÜôÇÑï äá ïäéÜ òÇî Ñêèïäèñêñî ìÇïâÜì 

ïâÇè ÖäîÑìÜïÜNI 

RNQNT tâÜ döèÇéäÑî êá cÇëäïÇç ÇèÖ cêèîñéëïäêè 

/	 iè éêîï êá ïâÜ àìêòïâ éêÖÜçî ïâÇï òÜ òäçç ÜôÇéäèÜ äè ïâäî ÑçÇîîL ïâÜ åÜö êá ïâÜ ÇèÇçöîäî 

òäçç ÉÜ ïê ÖÜìäóÜ Ç ÖöèÇéäÑ îöîïÜé ïâÇï ÑâÇìÇÑïÜìäõÜî ïâÜ Üóêçñïäêè êá ÇààìÜàÇïÜ ÑêèM 

îñéëïäêè ÇèÖ ÑÇëäïÇç äè ïâÜ ÜÑêèêéö[ ïâÇï äîL Ç îöîïÜé êá ÖäffÜìÜèÑÜ ÜíñÇïäêèî äè Ct 

ÇèÖ Kt Hêì ct ÇèÖ kt9. tâäî îöîïÜé äî óÜìö îäéëçÜ äè ïâÜ ÑÇîÜ êá ïâÜ sêçêò éêÖÜçN 

/	 cêéÉäèäèà ïâÜ çÇò êá éêïäêè áêì ÑÇëäïÇç HRNVIL ïâÜ ìÜîêñìÑÜ ÑêèîïìÇäèï HRNSIL ÇèÖ ïâÜ 

ïÜÑâèêçêàö HRNQIL òÜ ÖÜìäóÜ ïâÜ ÖäffÜìÜèÑÜ ÜíñÇïäêè áêì ïâÜ ÑÇëäïÇç îïêÑåZ 

Ktåü − Kt D F bKt, Lt9 − δKt − Ct HRNXI 

tâÇï äîL ïâÜ ÑâÇèàÜ äè ïâÜ ÑÇëäïÇç îïêÑå äî àäóÜè Éö ÇààìÜàÇïÜ êñïëñïL éäèñî ÑÇëäïÇç ÖÜM 

ëìÜÑäÇïäêèL éäèñî ÇààìÜàÇïÜ ÑêèîñéëïäêèN oè ïâÜ êïâÜì âÇèÖL ÇààìÜàÇïÜ Ñêèîñéëïäêè 

äîL Éö ÇîîñéëïäêèL Ç <ôÜÖ áìÇÑïäêè bü − s9 êá êñïëñïZ 

Ct D bü − s9F bKt, Lt9 HRNYI 

/ säéäçÇìçöL äè ëÜìMÑÇëäïÇ ïÜìéîL HRNVIL HRNTI ÇèÖ HRNRI àäóÜ ïâÜ ÖöèÇéäÑî êá ÑÇëäïÇç 

ktåü − kt D f bkt9 − bδ å n9kt − ct, HRNQPI 

QT 
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òâÜìÜÇî Ñêèîñéëïäêè äî àäóÜè Éö 

ct D bü − s9f bkt9. HRNQQI 

/ fìêé ïâäî ëêäèï ÇèÖ êèL òÜ òäçç ÇèÇçöõÜ ïâÜ ÖöèÇéäÑî êá ïâÜ ÜÑêèêéö äè ëÜì ÑÇëäïÇ 

ïÜìéî êèçöN tìÇèîçÇïäèà ïâÜ ìÜîñçïî ïê ÇààìÜàÇïÜ ïÜìéî äî Ç îïìÇäàâïáêìòÇìÖ ÜôÜìÑäîÜN 

RNQNU tâÜ pêçäÑö rñçÜ 

/ cêéÉäèäèà HRNQPI ÇèÖ HRNQQIL òÜ ÖÜìäóÜ ïâÜ áñèÖÇéÜèïÇç ÜíñÇïäêè êá ïâÜ sêçêò éêÖÜç Z 

ktåü − kt D sf bkt9 − bδ å n9kt HRNQRI 

nêïÜ ïâÇï ïâÜ ÇÉêóÜ ÖÜ<èÜî ktåü Çî Ç áñèÑïäêè êá kt d 

pìêëêîäïäêè Q gäóÜè Çèö äèäïäÇç ëêäèï kÑ > ÑL ïâÜ ÖöèÇéäÑî êá ïâÜ ÖäÑïÇïêìäÇç ÜÑêèêéö ÇìÜ 

àäóÜè Éö ïâÜ ëÇïâ áktà∞ 
tDÑ îñÑâ ïâÇï 

ktåü D Gbkt9, HRNQSI 

áêì Ççç t ≥ Ñ, òâÜìÜ 

Gbk9 ≡ sf bk9 å bü − δ − n9k. 

eíñäóÇçÜèïçöL ïâÜ àìêòïâ ìÇïÜ êá ÑÇëäïÇç äî àäóÜè Éö 

ktåü − kt
γt ≡ D γbkt9, HRNQTI 

kt 

òâÜìÜ 

γbk9 ≡ sφbk9 − bδ å n9, φbk9 ≡ f bk9/k. 

pìêêáN HRNQSI áêççêòî áìêé HRNQRI ÇèÖ ìÜÇììÇèàäèà àäóÜî HRNQTIN qed 

/ G ÑêììÜîëêèÖî ïê òâÇï òÜ òäçç ïâÜ ëêçäÑö ìñçÜ äè ïâÜ rÇéîÜö éêÖÜçN tâÜ ÖöèÇéäÑ 

Üóêçñïäêè êá ïâÜ ÜÑêèêéö äî ÑêèÑäîÜçö ìÜëìÜîÜèïÜÖ Éö ïâÜ ëÇïâ áktà∞ 
tDÑ ïâÇï îÇïäî<Üî 

HRNQRIL êì ÜíñäóÇçÜèïçö HRNQSIL áêì Ççç t ≥ Ñ, òäïâ kÑ âäîïêìäÑÇççö àäóÜèN 

QU 



RNQNV sïÜÇÖö sïÇïÜ 

/	 a îïÜÇÖö îïÇïÜ êá ïâÜ ÜÑêèêéö äî ÖÜ<èÜÖ Çî Çèö çÜóÜç k∗ îñÑâ ïâÇïL äá ïâÜ ÜÑêèêéö îïÇìïî 

òäïâ kÑ D k∗ , ïâÜè kt D k∗ áêì Ççç t ≥ ü. tâÇï äîL Ç îïÜÇÖö îïÇïÜ äî Çèö <ôÜÖ ëêäèï k∗ êá 

HRNQRI êì HRNQSIN eíñäóÇçÜèïçöL Ç îïÜÇÖö îïÇïÜ äî Çèö <ôÜÖ ëêäèï bc ∗, k∗9 êá ïâÜ îöîïÜé 

HRNQPIMHRNQQIN 

/	 a ïìäóäÇç îïÜÇÖö îïÇïÜ äî c D k D Ñ d tâÜìÜ äî èê ÑÇëäïÇçL èê êñïëñïL ÇèÖ èê ÑêèîñéëïäêèN 

tâäî òêñçÖ èêï ÉÜ Ç îïÜÇÖö îïÇïÜ äá f bÑ9 > Ñ. wÜ ÇìÜ äèïÜìÜîïÜÖ áêì îïÜÇÖö îïÇïÜî Çï 

òâäÑâ ÑÇëäïÇçL êñïëñï ÇèÖ Ñêèîñéëïäêè ÇìÜ Ççç ëêîäïäóÜ ÇèÖ <èäïÜN wÜ ÑÇè ÜÇîäçö îâêòZ 

pìêëêîäïäêè R sñëëêîÜ δ ån ∈ bÑ, ü9 ÇèÖ s ∈ bÑ, ü9. a îïÜÇÖö îïÇïÜ bc ∗, k∗9 ∈ bÑ, ∞9O áêì ïâÜ 

ÖäÑïÇïêìäÇç ÜÑêèêéö Üôäîïî ÇèÖ äî ñèäíñÜN k∗ ÇèÖ y ∗ äèÑìÜÇîÜ òäïâ s ÇèÖ ÖÜÑìÜÇîÜ òäïâ δ ÇèÖ 

n, òâÜìÜÇî c ∗ äî èêèMéêèêïêèäÑ òäïâ s ÇèÖ ÖÜÑìÜÇîÜî òäïâ δ ÇèÖ n. fäèÇççöL y ∗/k∗ D bδ ån9/s. 

pìêêáN k∗ äî Ç îïÜÇÖö îïÇïÜ äá ÇèÖ êèçö äá äï îêçóÜî 

∗ ∗Ñ D  sf bk 9 − bδ å n9k , 

eíñäóÇçÜèïçö 
∗ y ∗ δ å n

k∗ 
D φbk 9 D  

s 
HRNQUI


òâÜìÜ


φbk9 ≡

f bk9

k

.


tâÜ áñèÑïäêè φ àäóÜî ïâÜ êñïëñïMïêMÑÇëäïÇç ìÇïäê äè ïâÜ ÜÑêèêéöN tâÜ ëìêëÜìïäÜî êá f äéëçö 

ïâÇï φ äî Ñêèïäèñêñî HÇèÖ ïòäÑÜ ÖäffÜìÜèïäÇÉçÜIL ÖÜÑìÜÇîäèàL ÇèÖ îÇïäî<Üî ïâÜ ièÇÖÇ ÑêèÖäïäêèî 

Çï k D Ñ  ÇèÖ k D ∞Z 
f ;bk9k − f bk9 

φ;bk9 D  D − 
FL 

< Ñ,
kOkO 

φbÑ9 D f ;bÑ9 D ∞ ÇèÖ φb∞9 D  f ;b∞9 D Ñ, 

QV 



òâÜìÜ ïâÜ çÇïïÜì áêççêò áìêé lGhêîëäïÇçGî ìñçÜN tâäî äéëçäÜî ïâÇï ÜíñÇïäêè HRNQUI âÇî Ç 

îêçñïäêè äá ÇèÖ êèçö äá δ å n >  Ñ ÇèÖ s >  Ñ. ÇèÖ ïâÜ îêçñïäêè ñèäíñÜ òâÜèÜóÜì äï ÜôäîïîN tâÜ 

îïÜÇÖö îïÇïÜ êá ïâÜ ÜÑêèêéö äî ïâñî ñèäíñÜ ÇèÖ äî àäóÜè Éö 

k
∗ D φ−ü 

2 
δ å n 
s 

3 
. 

säèÑÜ φ; < Ñ, k∗ äî Ç ÖÜÑìÜÇîäèà áñèÑïäêè êá bδ å n9/s. oè ïâÜ êïâÜì âÇèÖL Ñêèîñéëïäêè äî 

àäóÜè Éö 
∗ ∗ D bü − s9f bk 9.c


∗iï áêççêòî ïâÇï c ÖÜÑìÜÇîÜî òäïâ δ å n, Éñï s âÇî Çè ÇéÉäàñêñî ÜffÜÑïN qed 

RNQNW tìÇèîäïäêèÇç döèÇéäÑî 

/	 tâÜ ÇÉêóÜ ÑâÇìÇÑïÜìäõÜÖ ïâÜ HñèäíñÜI îïÜÇÖö îïÇïÜ êá ïâÜ ÜÑêèêéöN nÇïñìÇççöL òÜ ÇìÜ 

äèïÜìÜîïÜÖ ïê åèêò òâÜïâÜì ïâÜ ÜÑêèêéö òäçç ÑêèóÜìàÜ ïê ïâÜ îïÜÇÖö îïÇïÜ äá äï îïÇìïî 

ÇòÇö áìêé äïN aèêïâÜì òÇö ïê Çîå ïâÜ îÇéÜ íñÜîïäêè äî òâÜïâÜì ïâÜ ÜÑêèêéö òäçç 

ÜóÜèïñÇççö ìÜïñìè ïê ïâÜ îïÜÇÖö îïÇïÜ ÇáïÜì Çè ÜôêàÜèêñî îâêÑå ëÜìïñìÉî ïâÜ ÜÑêèêéö 

ÇèÖ éêóÜî ÇòÇö áìêé ïâÜ îïÜÇÖö îïÇïÜN 

/	 tâÜ áêççêòäèà ñîÜî ïâÜ ëìêëÜìïäÜî êá G ïê ÜîïÇÉçäîâ ïâÇïL äè ïâÜ sêçêò éêÖÜçL ÑêèóÜìM 

àÜèÑÜ ïê ïâÜ îïÜÇÖö äî ÇçòÇöî ÜèîñìÜÖ ÇèÖ äî éêèêïêèäÑZ 

pìêëêîäïäêè S gäóÜè Çèö äèäïäÇç kÑ ∈ bÑ, ∞9, ïâÜ ÖäÑïÇïêìäÇç ÜÑêèêéö ÑêèóÜìàÜî ÇîöéëM 
ïêïäÑÇççö ïê ïâÜ îïÜÇÖö îïÇïÜN tâÜ ïìÇèîäïäêè äî éêèêïêèäÑN tâÜ àìêòïâ ìÇïÜ äî ëêîäïäóÜ ÇèÖ 

ÖÜÑìÜÇîÜî êóÜì ïäéÜ ïêòÇìÖî õÜìê äá kÑ < k
∗E äï äî èÜàÇïäóÜ ÇèÖ äèÑìÜÇîÜî êóÜì ïäéÜ ïêòÇìÖî 

õÜìê äá kÑ > k
∗N 

pìêêáN fìêé ïâÜ ëìêëÜìïäÜî êá f, G;bk9 D  sf ;bk9 å bü − δ − n9 > Ñ ÇèÖ G;;bk9 D  sf ;;bk9 < Ñ. 

tâÇï äîL G äî îïìäÑïçö äèÑìÜÇîäèà ÇèÖ îïìäÑïçö ÑêèÑÇóÜN mêìÜêóÜìL GbÑ9 D Ñ, G;bÑ9 D ∞, 

QW 



& &

& & &

&

Gb∞9 D  ∞, G;b∞9 D bü − δ − n9 < ü. bö ÖÜ<èäïäêè êá k∗, Gbk9 D  k äff k D k∗ . iï áêççêòî 

ïâÇï Gbk9 > k  áêì Ççç k < k∗ ÇèÖ Gbk9 < k  áêì Ççç k > k∗ . iï áêççêòî ïâÇï kt < ktåü < k∗ 

òâÜèÜóÜì kt ∈ bÑ, k∗9 ÇèÖ ïâÜìÜáêìÜ ïâÜ îÜíñÜèÑÜ áktà∞ 
tDÑ äî îïìäÑïçö äèÑìÜÇîäèà äá kÑ < k

∗ . bö 

éêèêïêèäÑäïöL kt ÑêèóÜìàÜî ÇîöéëïêïäÑÇççö ïê îêéÜ k ≤ k∗ . bö Ñêèïäèñäïö êá G, k éñîï îÇïäîáö 

k D Gbk9, ïâÇï äî k éñîï ÉÜ Ç <ôÜÖ ëêäèï êá G. bñï òÜ ÇçìÜÇÖö ëìêóÜÖ ïâÇï G âÇî Ç ñèäíñÜ 

<ôÜÖ ëêäèïL òâäÑâ ëìêóÜî ïâÇï k D k∗ . a îöééÜïìäÑ ÇìàñéÜèï ëìêóÜî ïâÇïL òâÜè kÑ > k
∗ , 

áktà∞ 
tDÑ äî îïìäÑïïçö ÖÜÑìÜÇîäèà ÇèÖ ÇàÇäè ÑêèóÜìàÜî ÇîöéëïêïäÑÇççö ïê k∗ . nÜôïL ÑêèîäÖÜì ïâÜ 

àìêòïâ ìÇïÜ êá ïâÜ ÑÇëäïÇç îïêÑåN tâäî äî àäóÜè Éö 

ktåü − kt
γt ≡ D sφbkt9 − bδ å n9 ≡ γbkt9. 

kt 

nêïÜ ïâÇï γbk9 D Ñ äff k D k∗, γbk9 > Ñ äff k < k∗ , ÇèÖ γbk9 < Ñ äff k > k∗ . mêìÜêóÜìL 

Éö Öäéäèäîâäèà ìÜïñìèîL γ;bk9 D  sφ;bk9 < Ñ. iï áêççêòî ïâÇï γbkt9 < γbktåü9 < γbk∗9 D Ñ  

òâÜèÜóÜì kt ∈ bÑ, k∗9 ÇèÖ γbkt9 > γbktåü9 > γbk∗9 D Ñ  òâÜèÜóÜì kt ∈ bk∗ , ∞9. tâäî ëìêóÜî 
ïâÇï γt äî ëêîäïäóÜ ÇèÖ ÖÜÑìÜÇîÜî ïêòÇìÖî õÜìê äá kÑ < k∗ ÇèÖ äï äî èÜàÇïäóÜ ÇèÖ äèÑìÜÇîÜî 

ïêòÇìÖî õÜìê äá kÑ > k
∗N qed 

/ fäàñìÜ Q ÖÜëäÑïî Gbk9, ïâÜ ìÜçÇïäêè ÉÜïòÜÜè kt ÇèÖ ktåü . tâÜ äèïÜìîÜÑïäêè êá ïâÜ àìÇëâ 

êá G òäïâ ïâÜ Éa çäèÜ àäóÜî ïâÜ îïÜÇÖöMîïÇïÜ ÑÇëäïÇç îïêÑå k∗ . tâÜ Çììêòî ìÜëìÜîÜèï 

ïâÜ ëÇïâ áktà∞ 
tD áêì Ç ëÇìïäÑñçÇì äèäïäÇç kÑ. 

/	 fäàñìÜ R ÖÜëäÑïî γbk9, ïâÜ ìÜçÇïäêè ÉÜïòÜÜè kt ÇèÖ γt. tâÜ äèïÜìîÜÑïäêè êá ïâÜ àìÇëâ êá 

γ òäïâ ïâÜ Éa çäèÜ àäóÜî ïâÜ îïÜÇÖöMîïÇïÜ ÑÇëäïÇç îïêÑå k∗ . tâÜ èÜàÇïäóÜ îçêëÜ ìÜ=ÜÑïî 

òâÇï òÜ ÑÇçç 0ÑêèÖäïäêèÇç ÑêèóÜìàÜèÑÜN1 

/	 däîÑñîî çêÑÇç óÜìîñî àçêÉÇç îïÇÉäçäïöZ bÜÑÇñîÜ φ;bk∗9 < Ñ, ïâÜ îöîïÜé äî çêÑÇççö îïÇM 

ÉçÜN bÜÑÇñîÜ φ äî àçêÉÇççö ÖÜÑìÜÇîäèàL ïâÜ îöîïÜé äî àçêÉÇççö îïÇÉçÜ ÇèÖ ïìÇèîäïäêè äî 

éêèêïêèäÑN 

QX 



14.451 Lecture Notes 

RNR dÜÑÜèïìÇçäõÜÖ mÇìåÜï aççêÑÇïäêèî 

/	 iè ïâÜ ëìÜóäêñî îÜÑïäêèL òÜ ÑâÇìÇÑïÜìäõÜÖ ïâÜ ÑÜèïìÇçäõÜÖ ÇççêÑÇïäêèî ÖäÑïÇïÜÖ Éö Ç îêÑäÇç 

ëçÇèèÜìN wÜ èêò ÑâÇìÇÑïÜìäõÜ ïâÜ ÇççêÑÇïäêèî 

RNRNQ hêñîÜâêçÖî 

/	 hêñîÜâêçÖî ÇìÜ ÖöèÇîïäÜîL çäóäèà Çè äè<èäïÜ Çéêñèï êá ïäéÜN wÜ äèÖÜô âêñîÜâêçÖî Éö 

j ∈ ÇÑ, üç, âÇóäèà èêìéÇçäõÜÖ LÑ D ü. tâÜ èñéÉÜì êá âÜÇÖî äè ÜóÜìö âêñîÜâêçÖ àìêò Çï 

ÑêèîïÇèï ìÇïÜ n ≥ Ñ. tâÜìÜáêìÜL ïâÜ îäõÜ êá ïâÜ ëêëñçÇïäêè äè ëÜìäêÖ t äî Lt D bü å n9t 

ÇèÖ ïâÜ èñéÉÜì êá ëÜìîêèî äè ÜÇÑâ âêñîÜâêçÖ äè ëÜìäêÖ t äî Ççîê Lt. 

/ wÜ òìäïÜ ctj , ktj , bjt , ijt áêì ïâÜ ëÜìMâÜÇÖ óÇìäÇÉçÜî áêì âêñîÜâêçÖ j. 

/	 eÇÑâ ëÜìîêè äè Ç âêñîÜâêçÖ äî ÜèÖêòÜÖ òäïâ êèÜ ñèäï êá çÇÉêì äè ÜóÜìö ëÜìäêÖL òâäÑâ 

âÜ îñëëçäÜî äèÜçÇîïäÑçö äè Ç ÑêéëÜïäïäóÜ çÇÉêì éÇìåÜï áêì ïâÜ ÑêèïÜéëêìÇèÜêñî òÇàÜ wt. 

hêñîÜâêçÖ j äî Ççîê ÜèÖêòÜÖ òäïâ äèäïäÇç ÑÇëäïÇç kÑ 
j N cÇëäïÇç äè âêñîÜâêçÖ j ÇÑÑñéñçÇïÜî 

ÇÑÑêìÖäèà ïê 

bü å n9kt
j 
åü D bü − δ9kt

j å it, 

òâäÑâ òÜ ÇëëìêôäéÇïÜ Éö 

kt
j 
åü D bü − δ − n9kt

j å it. HRNQVI 

hêñîÜâêçÖî ìÜèï ïâÜ ÑÇëäïÇç ïâÜö êòè ïê <ìéî äè Ç ÑêéëÜïäïäóÜ ìÜèïÇç éÇìåÜï áêì Ç 

HàìêîîI ìÜèïÇç ìÇïÜ rt. 

/	 tâÜ âêñîÜâêçÖ éÇö Ççîê âêçÖ îïêÑåî êá îêéÜ <ìéî äè ïâÜ ÜÑêèêéöN lÜï πjt ÉÜ ïâÜ 

ÖäóäÖÜèÖî H<ìé ëìê<ïîI ïâÇï âêñîÜâêçÖ j ìÜÑÜäóÜ äè ëÜìäêÖ t. aî äï òäçç ÉÜÑêéÜ ÑçÜÇì 

çÇïÜì êèL äï äî òäïâêñï Çèö çêîî êá àÜèÜìÇçäïö ïê ÇîîñéÜ ïâÇï ïâÜìÜ äî èê ïìÇÖÜ êá îïêÑåîN 

QY 



Htâäî äî ÉÜÑÇñîÜ ïâÜ óÇçñÜ êá <ìéî îïêÑåî òäçç ÉÜ õÜìê äè ÜíñäçäÉìäñé ÇèÖ ïâñî ïâÜ óÇçñÜ 

êá Çèö îïêÑå ïìÇèîÇÑïäêèî òäçç ÉÜ Ççîê õÜìêNI wÜ ïâñî ÇîîñéÜ ïâÇï âêñîÜâêçÖ j âêçÖî Ç 

<ôÜÖ áìÇÑïäêè αj êá ïâÜ ÇààìÜàÇïÜ äèÖÜô êá îïêÑåî äè ïâÜ ÜÑêèêéöL îê ïâÇï πjt D αj Πt, 

òâÜìÜ Πt ÇìÜ ÇààìÜàÇïÜ ëìê<ïîN oá ÑêñìîÜL 
r 
αj dj D ü. 

/	 tâÜ âêñîÜâêçÖ ñîÜî äïî äèÑêéÜ ïê <èÇèÑÜ ÜäïâÜì Ñêèîñéëïäêè êì äèóÜîïéÜèï äè èÜò 

ÑÇëäïÇçZ 

cjt å ijt D yt
j . 

têïÇç ëÜìMâÜÇÖ äèÑêéÜ áêì âêñîÜâêçÖ j äè ëÜìäêÖ t äî îäéëçö 

yt
j D wt å rtkt

j å πjt . HRNQWI 

cêéÉäèäèàL òÜ ÑÇè òìäïÜ ïâÜ ÉñÖàÜï ÑêèîïìÇäèï êá âêñîÜâêçÖ j äè ëÜìäêÖ t Çî 

cjt å ijt D wt å rtkt
j å πjt HRNQXI 

/	 fäèÇççöL ïâÜ Ñêèîñéëïäêè ÇèÖ äèóÜîïéÜèï ÉÜâÇóäêì êá âêñîÜâêçÖ äî Ç îäéëçäîïäÑ çäèÜÇì 

ìñçÜN tâÜö îÇóÜ áìÇÑïäêè s ÇèÖ ÑêèîñéÜ ïâÜ ìÜîïZ 

cjt D bü − s9yt
j ÇèÖ ijt D syt

i . HRNQYI 

RNRNR fäìéî 

/	 tâÜìÜ äî Çè ÇìÉäïìÇìö èñéÉÜì Mt êá <ìéî äè ëÜìäêÖ t, äèÖÜôÜÖ Éö m ∈ ÇÑ,Mtç. fäìéî 

Üéëçêö çÇÉêì ÇèÖ ìÜèï ÑÇëäïÇç äè ÑêéëÜïäïäóÜ çÇÉêì ÇèÖ ÑÇëäïÇç éÇìåÜïîL âÇóÜ ÇÑÑÜîî 

ïê ïâÜ îÇéÜ èÜêÑçÇîîäÑÇç ïÜÑâèêçêàöL ÇèÖ ëìêÖñÑÜ Ç âêéêàÜèÜêñî àêêÖ ïâÇï ïâÜö îÜçç 

ÑêéëÜïäïäóÜçö ïê ïâÜ âêñîÜâêçÖî äè ïâÜ ÜÑêèêéöN 

RP 
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/ lÜï Kt
m ÇèÖ Lmt ÖÜèêïÜ ïâÜ Çéêñèï êá ÑÇëäïÇç ÇèÖ çÇÉêì ïâÇï <ìé m Üéëçêöî äè ëÜìäêÖ 

t. tâÜèL ïâÜ ëìê<ïî êá ïâÇï <ìé äè ëÜìäêÖ t ÇìÜ àäóÜè Éö 

Πmt D F bKt
m, Lmt 9 − rtKt

m − wtL
m
t . 

/ tâÜ <ìéî îÜÜåî ïê éÇôäéäõÜ ëìê<ïîN tâÜ focî áêì Çè äèïÜìäêì îêçñïäêè ìÜíñäìÜ 

FK bKt
m, Lmt 9 D  rt. HRNRPI 

FLbKt
m, Lmt 9 D  wt. HRNRQI 

/	 rÜéÜéÉÜì ïâÇï ïâÜ éÇìàäèÇç ëìêÖñÑïî ÇìÜ âêéêàÜèêñî êá ÖÜàìÜÜ õÜìê[ ïâÇï äîL ïâÜö 

ÖÜëÜèÖ êèçö êè ïâÜ ÑÇëäïÇçMçÇÉêì ìÇïäêN iè ëÇìïäÑñçÇìL FK äî Ç ÖÜÑìÜÇîäèà áñèÑïäêè êá 

Kt
m/Lmt ÇèÖ FL äî Çè äèÑìÜÇîäèà áñèÑïäêè êá Kt

m/Lmt . eÇÑâ êá ïâÜ ÇÉêóÜ ÑêèÖäïäêèî ïâñî 

ëäèî Öêòè Ç ñèäíñÜ ÑÇëäïÇçMçÇÉêì ìÇïäê Kt
m/Lmt . fêì Çè äèïÜìäêì îêçñïäêè ïê ïâÜ <ìéîG 

ëìêÉçÜé ïê ÜôäîïL äï éñîï ÉÜ ïâÇï rt ÇèÖ wt ÇìÜ ÑêèîäîïÜèïL ïâÇï äîL ïâÜö äéëçö ïâÜ îÇéÜ 

Kt
m/Lmt . tâäî äî ïâÜ ÑÇîÜ äá ÇèÖ êèçö äá ïâÜìÜ äî îêéÜ Xt ∈ bÑ, ∞9 îñÑâ ïâÇï 

rt D f ;bXt9 HRNRRI 

wt D f bXt9 − f ;bXt9Xt HRNRSI 

òâÜìÜ f bk9 ≡ F bk, ü9E ïâäî áêççêòî áìêé ïâÜ ëìêëÜìïäÜî FK bK,L9 D  f ;bK/L9 ÇèÖ 

FLbK,L9 D  f bK/L9 − f ;bK/L9 ! bK/L9, òâäÑâ òÜ ÜîïÇÉçäîâÜÖ ÜÇìçäÜìN 

/ iá H__IMH__I ÇìÜ îÇïäî<ÜÖL ïâÜ focî ìÜÖñÑÜ ïê Kt
m/Lmt D Xt, êì 

Kt
m D XtL

m
t . HRNRTI 

tâÇï äîL ïâÜ focî ëäè Öêòè ïâÜ ÑÇëäïÇç çÇÉêì ìÇïäê áêì ÜÇÑâ <ìé bKt
m/Lmt 9L Éñï èêï ïâÜ 

îäõÜ êá ïâÜ <ìé bLmt 9N mêìÜêóÜìL ÉÜÑÇñîÜ Ççç <ìéî âÇóÜ ÇÑÑÜîî ïê ïâÜ îÇéÜ ïÜÑâèêçêàöL 

ïâÜö ñîÜ ÜôÇÑïçö ïâÜ îÇéÜ ÑÇëäïÇçMçÇÉêì ìÇïäêN 

RQ 



/ bÜîäÖÜîL H__I ÇèÖ H__I äéëçö 

rtXt å wt D f bXt9. HRNRUI 

iï áêççêòî ïâÇï 

rtKt
m å wtL

m
t D brtXt å wt9L

m
t D f bXt9L

m
t D F bKt

m, Lmt 9, 

ÇèÖ ïâÜìÜáêìÜ 

Πmt D Lmt Çf bXt9 − rtXt − wtç D Ñ. HRNRVI 

tâÇï äîL òâÜè H__IMH__I ÇìÜ îÇïäî<ÜÖL ïâÜ éÇôäéÇç ëìê<ïî ïâÇï Çèö <ìé éÇåÜî ÇìÜ 

ÜôÇÑïçö õÜìêL ÇèÖ ïâÜîÜ ëìê<ïî ÇìÜ ÇïïÇäèÜÖ áêì Çèö <ìé îäõÜ Çî çêèà Çî ïâÜ ÑÇëäïÇçM 

çÇÉêì ìÇïäê äî êëïäéÇç iá äèîïÜÇÖ H__IMH__I òÜìÜ óäêçÇïÜÖL ïâÜè ÜäïâÜì rtXt å wt < f  bXt9, 

äè òâäÑâ ÑÇîÜ ïâÜ <ìé ÑêñçÖ éÇåÜ äè<èäïÜ ëìê<ïîL êì rtXt å wt > f  bXt9, äè òâäÑâ ÑÇîÜ 

êëÜìÇïäèà Ç <ìé êá Çèö ëêîäïäóÜ îäõÜ òêñçÖ ÜèïÇäç îïìäÑïçö èÜàÇïäóÜ ëìê<ïîN 

RNRNS mÇìåÜï cçÜÇìäèà 

/ tâÜ ÑÇëäïÇç éÇìåÜï ÑçÜÇìî äá ÇèÖ êèçö äá z Mt 
z ü 

Kt
mdm D bü å n9tkt

j dj 
Ñ Ñ 

eíñäóÇçÜèïçöL z Mt 

Kt
mdm D Kt HRNRWI 

Ñ 

òâÜìÜ Kt ≡ 
r 
Ñ 
Lt kt

j dj äî ïâÜ ÇààìÜàÇïÜ ÑÇëäïÇç îïêÑå äè ïâÜ ÜÑêèêéöN 

/ tâÜ çÇÉêì éÇìåÜïL êè ïâÜ êïâÜì âÇèÖL ÑçÜÇìî äá ÇèÖ êèçö äá z Mt 
z ü 

Lmt dm D bü å n9tdj 
Ñ Ñ 

RR
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eíñäóÇçÜèïçöL z Mt 

Ñ 
Lmt dm D Lt HRNRXI 

òâÜìÜ Lt äî ïâÜ îäõÜ êá ïâÜ çÇÉêì áêìÑÜ äè ïâÜ ÜÑêèêéöN 

RNRNT gÜèÜìÇç eíñäçäÉìäñéZ dÜ<èäïäêè 

/	 tâÜ ÖÜ<èäïäêè êá Ç àÜèÜìÇç ÜíñäçäÉìäñé äî éêìÜ éÜÇèäèàáñç òâÜè âêñîÜâêçÖî êëïäéäõÜ 

ïâÜäì ÉÜâÇóäêì HéÇôäéäõÜ ñïäçäïöI ìÇïâÜì ïâÇè ÉÜäèà ÇñïêéÇïÇ HéÜÑâÇèäÑÇççö îÇóÜ Ç 

ÑêèîïÇèï áìÇÑïäêè êá äèÑêéÜIN nêèÜïâÜçÜîîL äï äî ÇçòÇöî äéëêìïÇèï ïê âÇóÜ ÑçÜÇì äè éäèÖ 

òâÇï äî ïâÜ ÖÜ<èäïäêè êá ÜíñäçäÉìäñé äè Çèö éêÖÜçN fêì ïâÜ ÖÜÑÜèïìÇçäõÜÖ óÜìîäêè êá ïâÜ 

sêçêò éêÖÜçL òÜ çÜïZ 

dÜ<èäïäêè T aè ÜíñäçäÉìäñé êá ïâÜ ÜÑêèêéö äî Çè ÇççêÑÇïäêè ábktj , cjt , itj 9j∈ÇÑ,üç, bKt
m, Lmt 9m∈ÇÑ,Mtçà∞¡tDÑ, 

Ç ÖäîïìäÉñïäêè êá ëìê<ïî ábπjt 9j∈ÇÑ,üçà, ÇèÖ Ç ëìäÑÜ ëÇïâ árt, wtà∞¡tDÑ îñÑâ ïâÇï 

HäI gäóÜè árt, wtà∞¡ t à∞¡tDÑ ÇèÖ áπj tDÑL ïâÜ ëÇïâ áktj , cjt , ijt à äî ÑêèîäîïÜèï òäïâ ïâÜ ÉÜâÇóäêì êá 

âêñîÜâêçÖ jL áêì ÜóÜìö j. 

HääI bKt
m, Lmt 9 éÇôäéäõÜî <ìé ëìê<ïîL áêì ÜóÜìö m ÇèÖ t. 

HäääI tâÜ ÑÇëäïÇç ÇèÖ çÇÉêì éÇìåÜïî ÑçÜÇì äè ÜóÜìö ëÜìäêÖ 

HäóI aààìÜàÇïÜ ÖäóäÖÜèÖî ÜíñÇç ÇààìÜàÇïÜ ëìê<ïîN 

RNRNU	 gÜèÜìÇç eíñäçäÉìäñéZ eôäîïÜèÑÜL uèäíñÜèÜîîL ÇèÖ câÇìÇÑM 

ïÜìäõÇïäêè 

/ iè ïâÜ èÜôïL òÜ ÑâÇìÇÑïÜìäõÜ ïâÜ ÖÜÑÜèïìÇçäõÜÖ ÜíñäçäÉìäñé ÇççêÑÇïäêèîZ 

pìêëêîäïäêè U fêì Çèö äèäïäÇç ëêîäïäêèî bkÑ 
j 9j∈ÇÑ,üç, Çè ÜíñäçäÉìäñé ÜôäîïîN tâÜ ÇççêÑÇïäêè êá 

ëìêÖñÑïäêè ÇÑìêîî <ìéî äî äèÖÜïÜìéäèÇïÜL Éñï ïâÜ ÜíñäçäÉìäñé äî ñèäíñÜ Çî ìÜàÇìÖî ÇààìÜàÇïÜ 

RS 



ÇèÖ âêñîÜâêçÖ ÇççêÑÇïäêèîN tâÜ ÑÇëäïÇçMçÇÉêì ìÇïäê äè ïâÜ ÜÑêèêéö äî àäóÜè Éö áktà∞¡tDÑ îñÑâ 

ïâÇï 

ktåü D Gbkt9 HRNRYI r 
áêì Ççç t ≥ Ñ ÇèÖ kÑ D kÑ 

j dj âäîïêìäÑÇççö àäóÜèL òâÜìÜ Gbk9 ≡ sf bk9åbü−δ−n9k. eíñäçäÉìäñé 

àìêòïâ äî àäóÜè Éö 
ktåü − kt

γt ≡ D γbkt9, HRNSPI 
kt 

òâÜìÜ γbk9 ≡ sφbk9 − bδ å n9, φbk9 ≡ f bk9/k. fäèÇççöL ÜíñäçäÉìäñé ëìäÑÜî ÇìÜ àäóÜè Éö 

rt D rbkt9 ≡ f ;bkt9, HRNSQI 

wt D wbkt9 ≡ f bkt9 − f ;bkt9kt, HRNSRI 

òâÜìÜ r;bk9 < Ñ < w;bk9. 

pìêêáN wÜ <ìîï ÑâÇìÇÑïÜìäõÜ ïâÜ ÜíñäçäÉìäñéL Çîîñéäèà äï ÜôäîïîN 

uîäèà Kt
m D XtLmt Éö HRNRTIL òÜ ÑÇè òìäïÜ ïâÜ ÇààìÜàÇïÜ ÖÜéÇèÖ áêì ÑÇëäïÇç Çî z Mt 

Kt
mdm D Xt 

z Mt 

Ñ 
Lmdmt 

Ñ 

fìêé ïâÜ çÇÉêì éÇìåÜï ÑçÜÇìäèà ÑêèÖäïäêè HRNRXIL z Mt 

Lmt dm D Lt. 
Ñ 

cêéÉäèäèàL òÜ äèáÜì
 z Mt 

Ñ 
Kt
mdm D XtLt, 

ÇèÖ îñÉîïäïñïäèà äè ïâÜ ÑÇëäïÇç éÇìåÜï ÑçÜÇìäèà ÑêèÖäïäêè HRNRWIL òÜ ÑêèÑçñÖÜ 

XtLt D Kt, 

RT 
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òâÜìÜ Kt ≡ 
r 
Ñ 
Lt kt

j dj ÖÜèêïÜî ïâÜ ÇààìÜàÇïÜ ÑÇëäïÇç îïêÑåN eíñäóÇçÜèïçöL çÜïïäèà kt ≡ Kt/Lt 

ÖÜèêïÜ ïâÜ ÑÇëäïÇçMçÇÉêì ìÇïäê äè ïâÜ ÜÑêèêéöL òÜ âÇóÜ 

Xt D kt. HRNSSI 

tâÇï äîL Ççç <ìéî ñîÜ ïâÜ îÇéÜ ÑÇëäïÇçMçÇÉêì ìÇïäê Çî ïâÜ ÇààìÜàÇïÜ êá ïâÜ ÜÑêèêéöN 

sñÉîïäïñïäèà HRNSSI äèïê HRNRRI ÇèÖ HRNRSI òÜ äèáÜì ïâÇï ÜíñäçäÉìäñé ëìäÑÜî ÇìÜ àäóÜè Éö 

rt D rbkt9 ≡ f ;bkt9 D  FK bkt, ü9 

wt D wbkt9 ≡ f bkt9 − f ;bkt9kt D FLbkt, ü9 

nêïÜ ïâÇï r;bk9 D  f ;;bk9 D  FKK < Ñ ÇèÖ w;bk9 D  −f ;;bk9k D FLK > Ñ. tâÇï äîL ïâÜ äèïÜìÜîï 

ìÇïÜ äî Ç ÖÜÑìÜÇîäèà áñèÑïäêè êá ïâÜ ÑÇëäïÇçMçÇÉêì ìÇïäê ÇèÖ ïâÜ òÇàÜ ìÇïÜ äî Çè äèÑìÜÇîäèà 

áñèÑïäêè êá ïâÜ ÑÇëäïÇçMçÇÉêì ìÇïäêN tâÜ <ìîï ëìêëÜìïäÜî ìÜ=ÜÑïî Öäéäèäîâäèà ìÜïñìèîL ïâÜ 

îÜÑêèÖ ìÜ=ÜÑïî ïâÜ ÑêéëçÜéÜèïÇìäïö êá ÑÇëäïÇç ÇèÖ çÇÉêìN 

aÖÖäèà ñë ïâÜ ÉñÖàÜï ÑêèîïìÇäèïî êá ïâÜ âêñîÜâêçÖîL òÜ àÜï 

Ct å It D rtKt å wtLt å 
z 
πjt dj, 

òâÜìÜ Ct ≡ 
r 
cjt dj ÇèÖ It ≡ 

r 
ijt dj. aààìÜàÇïÜ ÖäóäÖÜèÖî éñîï ÜíñÇç ÇààìÜàÇïÜ ëìê<ïîL r 

πjt dj D 
r 
Πmt dj. bö HRNRVIL ëìê<ïî áêì ÜÇÑâ <ìé ÇìÜ õÜìêN tâÜìÜáêìÜL 

r 
πt
j dj D Ñ, äéëçöäèà 

Ct å It D Yt D rtKt å wtLt 

eíñäóÇçÜèïçöL äè ëÜìMÑÇëäïÇ ïÜìéîL 

ct å it D yt D rtkt å wt. 

fìêé HRNRUI ÇèÖ HRNSSIL êì ÜíñäóÇçÜèïçö áìêé HRNSQI ÇèÖ HRNSRIL 

rtkt å wt D yt D f bkt9 

RU 



wÜ ÑêèÑçñÖÜ ïâÇï ïâÜ âêñîÜâêçÖ ÉñÖàÜïî äéëçö 

ct å it D f bkt9, 

òâäÑâ äî îäéëçö ïâÜ ìÜîêñìÑÜ ÑêèîïìÇäèï êá ïâÜ ÜÑêèêéöN 

aÖÖäèà ñë ïâÜ äèÖäóäÖñÇç ÑÇëäïÇç ÇÑÑñéñçÇïäêè ìñçÜî HRNQVIL òÜ àÜï ïâÜ ÑÇëäïÇç ÇÑÑñéñM 

çÇïäêè ìñçÜ áêì ïâÜ ÇààìÜàÇïÜ êá ïâÜ ÜÑêèêéöN iè ëÜìMÑÇëäïÇ ïÜìéîL 

ktåü D bü − δ − n9kt å it 

aÖÖäèà ñë HRNQYI ÇÑìêîî âêñîÜâêçÖL òÜ îäéäçÇìçö äèáÜì 

it D syt D sf bkt9. 

cêéÉäèäèàL òÜ ÑêèÑçñÖÜ 

ktåü D sf bkt9 å bü − δ − n9kt D Gbkt9, 

òâäÑâ äî ÜôÇÑïçö ïâÜ îÇéÜ Çî äè ïâÜ ÑÜèïìÇçäõÜÖ ÇççêÑÇïäêèN 

fäèÇççöL ÜôäîïÜèÑÜ ÇèÖ ñèäíñÜèÜîî äî èêò ïìäóäÇçN HRNRYI éÇëî Çèö kt ∈ bÑ, ∞9 ïê Ç ñèäíñÜ 

ktåü ∈ bÑ, ∞9. säéäçÇìçöL HRNSQI ÇèÖ HRNSRI éÇë Çèö kt ∈ bÑ, ∞9 ïê ñèäíñÜ rt, wt ∈ bÑ, ∞9. r 
tâÜìÜáêìÜL àäóÜè Çèö äèäïäÇç kÑ D kÑ 

j dj, ïâÜìÜ Üôäîï ñèäíñÜ ëÇïâî áktà∞¡ tDÑ NtDÑ ÇèÖ árt, wtà∞¡

gäóÜè árt, wtà∞¡tDÑ, ïâÜ ÇççêÑÇïäêè áktj , cjt , ijt à áêì Çèö âêñîÜâêçÖ j äî ïâÜè ñèäíñÜçö ÖÜïÜìéäèÜÖ 

Éö HRNQVIL HRNQWIL ÇèÖ HRNQYIN fäèÇççöL Çèö ÇççêÑÇïäêè bKt
m, Lmt 9m∈ÇÑ,Mtç êá ëìêÖñÑïäêè ÇÑìêîî 

<ìéî äè ëÜìäêÖ t äî ÑêèîäîïÜèï òäïâ ÜíñäçäÉìäñé Çî çêèà Çî Kt
m D ktLmt N qed 

/	 aè äééÜÖäÇïÜ äéëçäÑÇïäêè äî ïâÇï ïâÜ ÖÜÑÜèïìÇçäõÜÖ éÇìåÜï ÜÑêèêéö ÇèÖ ïâÜ ÑÜèïìÇçäõÜÖ 

ÖäÑïÇïêìäÇç ÜÑêèêéö ÇìÜ äîêéêìëâäÑZ 

pìêëêîäïäêè V tâÜ ÇààìÜàÇïÜ ÇèÖ ëÜìMÑÇëäïÇ ÇççêÑÇïäêèî äè ïâÜ ÑêéëÜïäïäóÜ éÇìåÜï ÜÑêèêéö 

ÑêäèÑäÖÜ òäïâ ïâêîÜ äè ïâÜ ÖäÑïÇïêìäÇç ÜÑêèêéöN 

RV 
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pìêêáN fêççêòî ÖäìÜÑïçö áìêé ïâÜ áÇÑï ïâÇï G äî ïâÜ îÇéÜ ñèÖÜì Éêïâ ìÜàäéÜîL ëìêóäÖÜÖ êá 

ÑêñìîÜ ïâÇï bs, δ, n, f 9 ÇìÜ ïâÜ îÇéÜN qed 

/	 gäóÜè ïâäî äîêéêìëâäîéL òÜ ÑÇè äééÜÖäÇïÜçö ïìÇèîçÇïÜ ïâÜ îïÜÇÖö îïÇïÜ ÇèÖ ïâÜ ïìÇèM 

îäïäêèÇç ÖöèÇéäÑî êá ïâÜ ÑÜèïìÇçäõÜÖ ëçÇè ïê ïâÜ îïÜÇÖö îïÇïÜ ÇèÖ ïâÜ ïìÇèîäïäêèÇç ÖöM 

èÇéäÑî êá ïâÜ ÖÜÑÜèïìÇçäõÜÖ éÇìåÜï ÇççêÑÇïäêèîZ 

cêìêççÇìö W sñëëêîÜ δ å n ∈ bÑ, ü9 ÇèÖ s ∈ bÑ, ü9. a îïÜÇÖö îïÇïÜ bc∗, k∗9 ∈ bÑ, ∞9O áêì ïâÜ 

ÑêéëÜïäïäóÜ ÜÑêèêéö Üôäîïî ÇèÖ äî ñèäíñÜL ÇèÖ ÑêäèÑäÖÜî òäïâ ïâÇï êá ïâÜ îêÑäÇç ëçÇèèÜìN k∗¡

ÇèÖ y∗¡ äèÑìÜÇîÜ òäïâ s ÇèÖ ÖÜÑìÜÇîÜ òäïâ δ ÇèÖ n, òâÜìÜÇî c∗¡ äî èêèMéêèêïêèäÑ òäïâ s ÇèÖ 

ÖÜÑìÜÇîÜî òäïâ δ ÇèÖ n. fäèÇççöL y∗/k∗¡ D bδ å n9/s. 

cêìêççÇìö X gäóÜè Çèö äèäïäÇç kÑ ∈ bÑ, ∞9, ïâÜ ÑêéëÜïäïäóÜ ÜÑêèêéö ÑêèóÜìàÜî ÇîöéëïêïäM 
ÑÇççö ïê ïâÜ îïÜÇÖö îïÇïÜN tâÜ ïìÇèîäïäêè äî éêèêïêèäÑN tâÜ ÜíñäçäÉìäñé àìêòïâ ìÇïÜ äî ëêîäïäóÜ 

ÇèÖ ÖÜÑìÜÇîÜî êóÜì ïäéÜ ïêòÇìÖî õÜìê äá kÑ < k
∗E äï äî èÜàÇïäóÜ ÇèÖ äèÑìÜÇîÜî êóÜì ïäéÜ ïêòÇìÖî 

õÜìê äá kÑ > k
∗N 

RNS sâêÑåî ÇèÖ pêçäÑäÜî 

/	 tâÜ sêçêò éêÖÜç ÑÇè ÉÜ äèïÜìëìÜïÜÖ Ççîê Çî Ç ëìäéäïäóÜ rbc éêÖÜçN wÜ ÑÇè ñîÜ ïâÜ 

éêÖÜç ïê ëìÜÖäÑï ïâÜ ìÜîëêèîÜ êá ïâÜ ÜÑêèêéö ïê ëìêÖñÑïäóäïö êì ïÇîïÜ îâêÑåîL êì ïê 

îâêÑåî äè àêóÜìèéÜèï ëêçäÑäÜîN 

RNSNQ pìêÖñÑïäóäïö ÇèÖ tÇîïÜ sâêÑå 

/ pìêÖñÑïäóäïö îâêÑåîZ cêèîäÖÜì Ç ëêîäïäóÜ HèÜàÇïäóÜI îâêÑå äè ëìêÖñÑïäóäïöL ÜäïâÜì ïÜéM 

ëêìÇìö êì ëÜìéÇèÜèïN tâÜ γbk9 áñèÑïäêè îâäáïî ñë HÖêòèIL ÜäïâÜì ïÜìéëêìÇìçö êì ëÜìM 

RW 



éÇèÜèïçöN wâÇï ÇìÜ ïâÜ ÜffÜÑïî êè ïâÜ îïÜÇÖö îïÇïÜ ÇèÖ ïâÜ ïìÇèîäïäêèÇç ÖöèÇéäÑîL äè 

ÜäïâÜì ÑÇîÜ_ 

/	 tÇîïÜ îâêÑåîZ cêèîäÖÜì Ç ïÜéëêìÇìö áÇçç äè ïâÜ îÇóäèà ìÇïÜN tâÜ γbk9 áñèÑïäêè îâäáïî 

Öêòè áêì Ç òâäçÜL ÇèÖ ïâÜè ìÜïñìè ïê äïî äèäïäÇç ëêîäïäêèN wâÇï ïâÜ ïìÇèîäïäêèÇç ÖöèÇéM 

äÑî_ 

RNSNR uèëìêÖñÑïäóÜ gêóÜìèéÜèï sëÜèÖäèà 

/ lÜï ñî èêò äèïìêÖñÑÜ Ç àêóÜìèéÜèï äè ïâÜ ÑêéëÜïäïäóÜ éÇìåÜï ÜÑêèêéöN tâÜ àêóÜìèM 

éÜèï îëÜèÖî ìÜîêñìÑÜî òäïâêñï ÑêèïìäÉñïäèà ïê ëìêÖñÑïäêè êì ÑÇëäïÇç ÇÑÑñéñçÇïäêèN 

/ tâÜ ìÜîêñìÑÜ ÑêèîïìÇäèï êá ïâÜ ÜÑêèêéö èêò ÉÜÑêéÜî 

ct å gt å it D yt D f bkt9, 

òâÜìÜ gt ÖÜèêïÜî àêóÜìèéÜèï ÑêèîñéëïäêèN iï áêççêòî ïâÇï ïâÜ ÖöèÇéäÑî êá ÑÇëäïÇç ÇìÜ 

àäóÜè Éö 

ktåü − kt D f bkt9 − bδ å n9kt − ct − gt 

/	 gêóÜìèéÜèï îëÜèÖäèà äî <èÇèÑÜÖ òäïâ ëìêëêìïäêèÇç äèÑêéÜ ïÇôÇïäêèL Çï ìÇïÜ τ ≥ Ñ. 

tâÜ àêóÜìèéÜèï ïâñî ÇÉîêìÉî Ç áìÇÑïäêè τ êá ÇààìÜàÇïÜ êñïëñïZ 

gt D τyt. 

/ däîëêîÇÉçÜ äèÑêéÜ áêì ïâÜ ìÜëìÜîÜèïÇïäóÜ âêñîÜâêçÖ äî bü − τ 9yt. wÜ ÑêèïäèñÜ ïê ÇîîñéÜ 

ïâÇï Ñêèîñéëïäêè ÇèÖ äèóÜîïéÜèï ÇÉîêìÉ áìÇÑïäêèî ü − s ÇèÖ s êá ÖäîëêîÇÉçÜ äèÑêéÜZ 

ct D bü − s9bü − τ 9yt. 

RX 
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/ cêéÉäèäèà ïâÜ ÇÉêóÜL òÜ ÑêèÑçñÖÜ ïâÇï ïâÜ ÖöèÇéäÑî êá ÑÇëäïÇç ÇìÜ èêò àäóÜè Éö 

ktåü − kt
γt D D sbü − τ 9φbkt9 − bδ å n9. 

kt 

òâÜìÜ φbk9 ≡ f bk9/k. gäóÜè s ÇèÖ kt, ïâÜ àìêòïâ ìÇïÜ γt ÖÜÑìÜÇîÜî òäïâ τ .  

/ a îïÜÇÖö îïÇïÜ Üôäîïî áêì Çèö τ ∈ ÇÑ, ü9 ÇèÖ äî àäóÜè Éö 2 3 
δ å n∗ k D φ−ü . 
sbü − τ 9 

gäóÜè s, k∗ ÖÜÑìÜÇîÜî òäïâ τ .  

/	 pêçäÑö sâêÑåîZ cêèîäÖÜì Ç ïÜéëêìÇìö îâêÑå äè àêóÜìèéÜèï ÑêèîñéëïäêèN wâÇï ÇìÜ ïâÜ 

ïìÇèîäïäêèÇç ÖöèÇéäÑî_ 

RNSNS pìêÖñÑïäóÜ gêóÜìèéÜèï sëÜèÖäèà 

/ sñëëêîÜ èêò ïâÇï ëìêÖñÑïäêè äî àäóÜè Éö 

β yt D f bkt, gt9 D  kt
α gt , 

òâÜìÜ α >  Ñ, β > Ñ, ÇèÖ α å β <  ü. gêóÜìèéÜèï îëÜèÖäèà ÑÇè ïâñî ÉÜ äèïÜìëìÜïÜÖ Çî 

äèáìÇîïìñÑïñìÜ êì êïâÜì ëìêÖñÑïäóÜ îÜìóäÑÜîN tâÜ ìÜîêñìÑÜ ÑêèîïìÇäèï äî 

ct å gt å it D yt D f bkt, gt9. 

/	wÜ ÇîîñéÜ ÇàÇäè ïâÇï àêóÜìèéÜèï îëÜèÖäèà äî <èÇèÑÜÖ òäïâ ëìêëêìïäêèÇç äèÑêéÜ ïÇôM 

Çïäêè Çï ìÇïÜ τ ,  ÇèÖ ïâÇï ëìäóÇïÜ Ñêèîñéëïäêè ÇèÖ äèóÜîïéÜèï ÇìÜ áìÇÑïäêèî ü − s ÇèÖ 

s êá ÖäîëêîÇÉçÜ âêñîÜâêçÖ äèÑêéÜZ 

gt D τyt. 

ct D bü − s9bü − τ 9yt 

it D sbü − τ 9yt 

RY 



β/ sñÉîïäïñïäèà gt D τyt äèïê yt D kt
αgt ÇèÖ îêçóäèà áêì yt, òÜ äèáÜì 

α β 

yt D kt
1−β τ 1−β ≡ kt

aτ b 

òâÜìÜ a ≡ α/bü−β9 ÇèÖ b ≡ β/bü−β9. nêïÜ ïâÇï a > α, ìÜ=ÜÑïäèà ïâÜ ÑêéëçÜéÜèïÇìäïö 

ÉÜïòÜÜè àêóÜìèéÜèï îëÜèÖäèà ÇèÖ ÑÇëäïÇçN 

/ wÜ ÑêèÑçñÖÜ ïâÇï ïâÜ àìêòïâ ìÇïÜ äî àäóÜè Éö 

γt D 
ktåü − kt 

D sbü − τ 9τ bkt
a−ü − bδ å n9. 

kt 

tâÜ îïÜÇÖö îïÇïÜ äî 2 
sbü − τ 9τ b 

3ü/bü−a9 
∗ k D . 

δ å n 

/ cêèîäÖÜì ïâÜ ìÇïÜ τ ïâÇï éÇôäéäõÜî ÜäïâÜì k∗ , êì γt áêì Çèö àäóÜè kt. tâäî äî àäóÜè Éö 

d 
dτ 
Çbü − τ 9τ bç D Ñ  ⇔ 

bτ b−ü − bü å b9τ b D Ñ  ⇔ 

τ D b/bü å b9 D  β. 

tâÇï äîL ïâÜ 0êëïäéÇç1 τ ÜíñÇçî ïâÜ ÜçÇîïäÑäïö êá ëìêÖñÑïäêè òäïâ ìÜîëÜÑï ïê àêóÜìèM 

éÜèï îÜìóäÑÜîN tâÜ éêìÜ ëìêÖñÑïäóÜ àêóÜìèéÜèï îÜìóäÑÜî ÇìÜL ïâÜ âäàâÜì ïâÜäì êëïäéÇç 

ëìêóäîäêèN 

RNT cêèïäèñêñî täéÜ ÇèÖ cêèÖäïäêèÇç cêèóÜìàÜèÑÜ 

RNTNQ tâÜ sêçêò mêÖÜç äè cêèïäèñêñî täéÜ 

/ rÜÑÇçç ïâÇï ïâÜ ÉÇîäÑ àìêòïâ ÜíñÇïäêè äè ïâÜ ÖäîÑìÜïÜMïäéÜ sêçêò éêÖÜç äî 

ktåü − kt 
D γbkt9 ≡ sφbkt9 − bδ å n9. 

kt 

SP 
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wÜ òêñçÖ ÜôëÜÑï Ç îäéäçÇì ÑêèÖäïäêè ïê âêçÖ ñèÖÜì Ñêèïäèñêñî ïäéÜN wÜ óÜìäáö ïâäî 

ÉÜçêòN 

/ tâÜ ìÜîêñìÑÜ ÑêèîïìÇäèï êá ïâÜ ÜÑêèêéö äî 

C å I D Y D F bK,L9. 

iè ëÜìMÑÇëäïÇ ïÜìéîL 

c å i D y D f bk9. 

/ pêëñçÇïäêè àìêòïâ äî èêò àäóÜè Éö 
L$ 
D n 

L 

ÇèÖ ïâÜ çÇò êá éêïäêè áêì ÇààìÜàÇïÜ ÑÇëäïÇç äî 

K$ D I − δK 

/ lÜï k ≡ K/L. tâÜèL 
k$ K$ L$ 
D − . 

k K L 

sñÉîïäïñïäèà áìêé ïâÜ ÇÉêóÜL òÜ äèáÜì 

k$ D i − bδ å n9k. 

cêéÉäèäèà ïâäî òäïâ 

i D sy D sf bk9, 

òÜ ÑêèÑçñÖÜ 

k$ D sf bk9 − bδ å n9k. 

SQ 



$

$

$

$

/ eíñäóÇçÜèïçöL ïâÜ àìêòïâ ìÇïÜ êá ïâÜ ÜÑêèêéö äî àäóÜè Éö 

k$ 
D γbk9 ≡ sφbk9 − bδ å n9. HRNSTI 

k


tâÜ áñèÑïäêè γbk9 ïâñî àäóÜî ïâÜ àìêòïâ ìÇïÜ êá ïâÜ ÜÑêèêéö äè ïâÜ sêçêò éêÖÜçL 

òâÜïâÜì ïäéÜ äî ÖäîÑìÜïÜ êì ÑêèïäèñêñîN 

RNTNR lêàMçäèÜÇìäõÇïäêè ÇèÖ ïâÜ cêèóÜìàÜèÑÜ rÇïÜ 

/ dÜ<èÜ z ≡ G\ k − G\ k∗ . wÜ ÑÇè ìÜòìäïÜ ïâÜ àìêòïâ ÜíñÇïäêè HRNSTI Çî 

z D Γbz9, 

òâÜìÜ 

Γbz9 ≡ γbk∗ e z 9 ≡ sφbk∗ e z 9 − bδ å n9 

nêïÜ ïâÇï Γbz9 äî ÖÜ<èÜÖ áêì Ççç z ∈ RN bö ÖÜ<èäïäêè êá k∗L ΓbÑ9 D sφbk∗9 − bδ å n9 D  

Ñ. säéäçÇìçöL Γbz9 > Ñ áêì Ççç z <  Ñ ÇèÖ Γbz9 < Ñ áêì Ççç z >  Ñ. fäèÇççöL Γ;bz9 D  

sφ;bk∗ez 9k∗ez < Ñ áêì Ççç z ∈ R. 

/ wÜ èÜôï HçêàIçäèÜÇìäõÜ z D Γbz9 ÇìêñèÖ z D Ñ d 

z D ΓbÑ9 å Γ;bÑ9 ! z 

êì ÜíñäóÇçÜèïçö 

z D λz 

òâÜìÜ òÜ îñÉîïäïñïÜÖ ΓbÑ9 D Ñ ÇèÖ çÜï λ ≡ Γ;bÑ9. 

SR 
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/ sïìÇäàâïáêìòÇìÖ ÇçàÜÉìÇ àäóÜî 

zΓ;bz9 D  sφ;bk∗ e z 9k∗ e < Ñ 4 5 
f ;bk9k − f bk9 f ;bk9k f bk9 

φ;bk9 D  D − ü − 
kO f bk9 kO 

sf bk∗9 D bδ å n9k∗ 

wÜ äèáÜì 

Γ;bÑ9 D −bü − εK 9bδ å n9 < Ñ 

òâÜìÜ εK ≡ FK K/F D f ;bk9k/f bk9 äî ïâÜ ÜçÇîïäÑäïö êá ëìêÖñÑïäêè òäïâ ìÜîëÜÑï ïê 

ÑÇëäïÇçL ÜóÇçñÇïÜÖ Çï ïâÜ îïÜÇÖöMîïÇïÜ kN 

/ wÜ ÑêèÑçñÖÜ ïâÇï 2 3 
k$ k 
D λ G\ 

k k∗ 

òâÜìÜ 

λ D −bü − εK 9bδ å n9 < Ñ 

tâÜ íñÇèïäïö −λ äî ÑÇççÜÖ ïâÜ ÑêèóÜìàÜèÑÜ ìÇïÜN 

/ nêïÜ ïâÇïL ÇìêñèÖ ïâÜ îïÜÇÖö îïÇïÜ 

y$ k$ 
D εK ! 

y k 

ÇèÖ 
y k 
D εK ! 

y∗ k∗ 

iï áêççêòî ïâÇï 2 3 
y$ y
D λ G\ 

y y∗ 

tâñîL −λ äî ïâÜ ÑêèóÜìàÜèÑÜ ìÇïÜ áêì ÜäïâÜì ÑÇëäïÇç êì êñïëñïN 

SS 



/ iè ïâÜ cêÉÉMdêñàçÇî ÑÇîÜL y D kα , ïâÜ ÑêèóÜìàÜèÑÜ ìÇïÜ äî îäéëçö 

−λ D bü − α9bδ å n9, 

òâÜìÜ α äî ïâÜ äèÑêéÜ îâÇìÜ êá ÑÇëäïÇçN nêïÜ ïâÇï Çî λ → Ñ Çî α → üN tâÇï äîL 

ÑêèóÜìàÜèÑÜ ÉÜÑêéÜî îçêòÜì ÇèÖ îçêòÜì Çî ïâÜ äèÑêéÜ îâÇìÜ êá ÑÇëäïÇç ÉÜÑêéÜî ÑçêîÜì 

ÇèÖ ÑçêîÜì ïê ü. ièÖÜÜÖL äá äï òÜìÜ α D ü, ïâÜ ÜÑêèêéö òêñçÖ Ç ÉÇçÇèÑÜÖ àìêòïâ ëÇïâN 

/ iè ïâÜ ÜôÇéëçÜ òäïâ ëìêÖñÑïäóÜ àêóÜìèéÜèï îëÜèÖäèàL y D kαgβ D kα/bü−β9τ β/bü−β9 , òÜ 

àÜï 2 3 
α −λ D ü − bδ å n9 

ü − β 

tâÜ ÑêèóÜìàÜèÑÜ ìÇïÜ ïâñî ÖÜÑìÜÇîÜî òäïâ β, ïâÜ ëìêÖñÑïäóäïö êá àêóÜìèéÜèï îÜìóäÑÜîN 

aèÖ λ → Ñ Çî β → ü − α. 

/	 cÇçäÉìÇïäêèZ iá α D )af, n  D )f bD üf ëêëñçÇïäêè àìêòïâKOf ÜôêàÜèêñî ïÜÑâèêçêàM 

äÑÇç ëìêÑÜîîIL ÇèÖ δ D af, ïâÜè −λ D pf. tâäî ÑêèïìÇÖäÑïî ïâÜ ÖÇïÇN bñï äá α D KÑf, 

ïâÜè −λ D O.Éf, òâäÑâ éÇïÑâÜî ïâÜ ÖÇïÜN 

RNU	 cìêîîMcêñèïìö däffÜìÜèÑÜî ÇèÖ cêèÖäïäêèÇç cêèM 

óÜìàÜèÑÜN 

RNUNQ mÇèåäòMrêéÜìMwÜäçZ cìêîîMcêñèïìö däffÜìÜèÑÜî 

/	 tâÜ sêçêò éêÖÜç äéëçäÜî ïâÇï îïÜÇÖöMîïÇïÜ ÑÇëäïÇçL ëìêÖñÑïäóäïöL ÇèÖ äèÑêéÜ ÇìÜ ÖÜïÜìM 

éäèÜÖ ëìäéÇìäçö Éö ïÜÑâèêçêàö bf ÇèÖ δ9, ïâÜ èÇïäêèÇç îÇóäèà ìÇïÜ bs9, ÇèÖ ëêëñçÇïäêè 

àìêòïâ bn9N 

ST 
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/	 sñëëêîÜ ïâÇï ÑêñèïìäÜî îâÇìÜ ïâÜ îÇéÜ ïÜÑâèêçêàö äè ïâÜ çêèà ìñèL Éñï ÖäffÜì äè ïÜìéî 

êá îÇóäèà ÉÜâÇóäêì ÇèÖ áÜìïäçäïö ìÇïÜîN iá ïâÜ sêçêò éêÖÜç äî ÑêììÜÑïL êÉîÜìóÜÖ ÑìêîîM 

Ñêñèïìö äèÑêéÜ ÇèÖ ëìêÖñÑïäóäïö ÖäffÜìÜèÑÜî îâêñçÖ ÉÜ ÜôëçÇäèÜÖ Éö êÉîÜìóÜÖ ÑìêîîM 

Ñêñèïìö ÖäffÜìÜèÑÜî äè s ÇèÖ n, 

/	mÇèåäòL rêéÜì ÇèÖ wÜäç ïÜîïî ïâäî âöëêïâÜîäî ÇàÇäèîï ïâÜ ÖÇïÇN iè äïGî îäéëçÜ áêìéL 

ïâÜ sêçêò éêÖÜç áÇäçî ïê ÜôëçÇäè ïâÜ çÇìàÜ ÑìêîîMÑêñèïìö ÖäîëÜìîäêè êá äèÑêéÜ ÇèÖ ëìêM 

ÖñÑïäóäïö çÜóÜçîN 

/	mÇèåäòL rêéÜì ÇèÖ wÜäç ïâÜè ÑêèîäÖÜì Çè ÜôïÜèîäêè êá ïâÜ sêçêò éêÖÜçL ïâÇï äèÑçñÖÜî 

ïòê ïöëÜî êá ÑÇëäïÇçL ëâöîäÑÇç ÑÇëäïÇç bk9 ÇèÖ âñéÇè ÑÇëäïÇç bh9. oñïëñï äî àäóÜè Éö 

y D kαhβ , 

òâÜìÜ α >  Ñ, β  > Ñ, ÇèÖ α å β <  ü. tâÜ ÖöèÇéäÑî êá ÑÇëäïÇç ÇÑÑñéñçÇïäêè ÇìÜ èêò 

àäóÜè Éö 

k$ D sk y − bδ å n9k 

h$ D shy − bδ å n9h 

òâÜìÜ sk ÇèÖ sh ÇìÜ ïâÜ äèóÜîïéÜèï ìÇïÜî äè ëâöîäÑÇç ÑÇëäïÇç ÇèÖ âñéÇè ÑÇëäïÇçL ìÜM 

îëÜÑïäóÜçöN tâÜ îïÜÇÖöMîïÇïÜ çÜóÜçî êá k, h, ÇèÖ y ïâÜè ÖÜëÜèÖ êè Éêïâ sk ÇèÖ sh, Çî 

òÜçç Çî δ ÇèÖ n. 

/	 pìêôöäèà sh Éö ÜÖñÑÇïäêè ÇïïÇäèéÜèï çÜóÜçî äè ÜÇÑâ ÑêñèïìöL mÇèåäòL rêéÜì ÇèÖ wÜäç 

<èÖ ïâÇï ïâÜ sêçêò éêÖÜç ÜôïÜèÖÜÖ áêì âñéÇè ÑÇëäïÇç ÖêÜî Ç ëìÜïïö àêêÖ ãêÉ äè ÜôM 

ëçÇäèäèà ïâÜ ÑìêîîMÑêñèïìö ÖäîëÜìîäêè êá êñïëñï ÇèÖ ëìêÖñÑïäóäïö çÜóÜçîN 

SU 



RNUNR bÇììêZ cêèÖäïäêèÇç cêèóÜìàÜèÑÜ 

/ rÜÑÇçç ïâÜ çêàMçäèÜÇìäõÇïäêè êá ïâÜ ÖöèÇéäÑî ÇìêñèÖ ïâÜ îïÜÇÖö îïÇïÜZ 

y$ 
D λ G\ 

y
. 

y y∗ 

a îäéäçÇì ìÜçÇïäêè òäçç âêçÖ ïìñÜ äè ïâÜ èÜêÑçÇîîäÑÇç àìêòïâ éêÖÜç Ç çÇ rÇéîÜöMcÇîîM 

kêêëéÇèîN λ <  Ñ ìÜ=ÜÑïî çêÑÇç Öäéäèäîâäèà ìÜïñìèîN sñÑâ çêÑÇç Öäéäèäîâäèà ìÜïñìèî 

êÑÑñì ÜóÜè äè ÜèÖêàÜèêñîMàìêòïâ éêÖÜçîN tâÜ ÇÉêóÜ ïâñî ÜôïÜèÖî òÜçç ÉÜöêèÖ ïâÜ 

îäéëçÜ sêçêò éêÖÜçN 

/ rÜòìäïÜ ïâÜ ÇÉêóÜ Çî 
∗∆ G\ y D λ G\ y − λ G\ y 

nÜôïL çÜï ñî ëìêôö ïâÜ îïÜÇÖö îïÇïÜ êñïëñï Éö Ç îÜï êá ÑêñèïìöMîëÜÑä<Ñ Ñêèïìêçî X, 

òâäÑâ äèÑçñÖÜ s, δ, n, τ ÜïÑN tâÇï äîL çÜï 

−λ G\ y ∗ ≈ β ;X. 

wÜ ÑêèÑçñÖÜ 

∆ G\ y D λ G\ y å β;X å error 

/	 tâÜ ÇÉêóÜ ìÜëìÜîÜèïî Ç ïöëäÑÇç 0bÇììê1 ÑêèÖäïäêèÇçMÑêèóÜìàÜèÑÜ ìÜàìÜîîäêèZ wÜ ñîÜ 

ÑìêîîMÑêñèïìö ÖÇïÇ ïê ÜîïäéÇïÜ λ HïâÜ ÑêèóÜìàÜèÑÜ ìÇïÜIL ïêàÜïâÜì òäïâ β HïâÜ ÜffÜÑïî 

êá ïâÜ îÇóäèà ìÇïÜL ÜÖñÑÇïäêèL ëêëñçÇïäêè àìêòïâL ëêçäÑäÜîL ÜïÑNI tâÜ ÜîïäéÇïÜÖ ÑêèóÜìM 

àÜèÑÜ ìÇïÜ äî ÇÉêñï Of ëÜì öÜÇìN 

/ däîÑñîî ïâÜ ÜffÜÑïî êá ïâÜ êïâÜì óÇìäÇÉçÜî bX9. 

SV 
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RNV mäîÑÜççÇèÜêñî 

RNVNQ tâÜ gêçÖÜè rñçÜ ÇèÖ döèÇéäÑ ièÜffiÑäÜèÑö 

/ tâÜ gêçÖÜè rñçÜZ cêèîñéëïäêè Çï ïâÜ îïÜÇÖö îïÇïÜ äî àäóÜè Éö 

c
∗ D bü − s9f bk∗9 D 


D f bk∗9 − bδ å n9k∗


sñëëêîÜ ïâÜ îêÑäÇç ëçÇèèÜì ÑâêêîÜî s îê Çî ïê éÇôäéäõÜ c∗ . säèÑÜ k∗ äî Ç éêèêïêèäÑ 

áñèÑïäêè êá s, ïâäî äî ÜíñäóÇçÜèï ïê Ñâêêîäèà k∗ îê Çî ïê éÇôäéäõÜ c∗ . nêïÜ ïâÇï 

c ∗ D f bk∗9 − bδ å n9k∗ 

äî îïìäÑïçö ÑêèÑÇóÜ äè k∗ . tâÜ foc äî ïâñî Éêïâ èÜÑÜîîÇìö ÇèÖ îñffiÑäÜèïN c∗ äî ïâñî 

éÇôäéäõÜÖ äá ÇèÖ êèçö äá k∗ D kgold, òâÜìÜ kgold îêçóÜ 

f ;bkgold9 − δ D n. 

eíñäóÇçÜèïçöL s D sgold, òâÜìÜ sgold îêçóÜî 

sgold ! φ bkgold9 D bδ å n9 

tâÜ ÇÉêóÜ äî ÑÇççÜÖ ïâÜ 0àêçÖÜè ìñçÜ1 áêì îÇóäèàîL ÇáïÜì pâÜçëîN 

/	 döèÇéäÑ ièÜffiÑäÜèÑöZ iá s > sgold HÜíñäóÇçÜèïçöL k∗ > kgold9, ïâÜ ÜÑêèêéö äî ÖöèÇéäM 

ÑÇççö äèÜffiÑäÜèïZ iá ïâÜ îÇóäèà ìÇäîÜÖ äî çêòÜìÜÖ ïê s D sgold áêì Ççç t, ïâÜè Ñêèîñéëïäêè 

äè Ççç ëÜìäêÖî òäçç ÉÜ âäàâÜìA 

/	 oè ïâÜ êïâÜì âÇèÖL äá s < sgold HÜíñäóÇçÜèïçöL k∗ > kgold9, ïâÜè ìÇäîäèà s ïêòÇìÖî sgold 

òäçç äèÑìÜÇîÜ Ñêèîñéëïäêè äè ïâÜ çêèà ìñèL Éñï Çï ïâÜ Ñêîï êá çêòÜì Ñêèîñéëïäêè äè ïâÜ 

SW 



$

îâêìï ìñèN wâÜïâÜì îñÑâ Ç ïìÇÖÜMêff ÉÜïòÜÜè îâêìïMìñè ÇèÖ çêèàMìñè Ñêèîñéëïäêè äî 

ÖÜîäìÇÉçÜ òäçç ÖÜëÜèÖ êè âêò ïâÜ îêÑäÇç ëçÇèèÜì òÜäàâï ïâÜ îâêìï ìñè óÜìîñî ïâÜ çêèà 

ìñèN 

/ tâÜ mêÖä<ÜÖ gêçÖÜè rñçÜZ iè ïâÜ rÇéîÜö éêÖÜçL ïâäî ïìÇÖÜMêff òäçç ÉÜ ìÜîêçóÜÖ òâÜè 

k∗ îÇïäî<Üî ïâÜ 

f ;bk∗9 − δ D n å ρ, 

òâÜìÜ ρ >  Ñ éÜÇîñìÜî äéëÇïäÜèÑÜ Hρ òäçç ÉÜ ÑÇççÜÖ 0ïâÜ ÖäîÑêñèï ìÇïÜ1IN tâÜ ÇÉêóÜ äî 

ÑÇççÜÖ ïâÜ 0éêÖä<ÜÖ àêçÖÜè ìñçÜN1 nÇïñìÇççöL ïâÜ ÖäîïÇèÑÜ ÉÜïòÜÜè ïâÜ rÇéîÜöMêëïäéÇç 

k∗ ÇèÖ ïâÜ àêçÖÜèMìñçÜ kgold äèÑìÜÇîÜ òäïâ ρ. 

/ aÉÜç ÜïN ÇçNZ nêïÜ ïâÇï ïâÜ àêçÖÜè ìñçÜ ÑÇè ÉÜ ìÜîïÇïÜÖ Çî 

r − δ D

Y$


Y

.


döèÇéäÑ äèÜffiÑäÜèÑö êÑÑñìî òâÜè r − δ <  $Y /Y, ÖöèÇéäÑ ÜffiÑäÜèÑö äî ÜèîñìÜÖ äá r − δ >  

Y /Y. aÉÜç Üï ÇçN ñîÜ ïâäî ìÜçÇïäêè ïê ÇìàñÜ ïâÇïL äè ìÜÇçäïöL ïâÜìÜ äî èê ÜóäÖÜèÑÜ êá 

ÖöèÇéäÑ äèÜffiÑäÜèÑöN 

/ bñÉÉçÜîZ iá ïâÜ ÜÑêèêéö äî ÖöèÇéäÑÇççö äèÜffiÑäÜèïL ïâÜìÜ äî ìêêé áêì ÉñÉÉçÜîN 

RNVNR pêóÜìïö tìÇëîL cöÑçÜîL ÜïÑN 

/ däîÑñîî ïâÜ ÑÇîÜ êá Ç àÜèÜìÇç èêèMÑêèÑÇóÜ êì èêèMéêèêïêèäÑ G. 

/ mñçïäëçÜ îïÜÇÖö îïÇïÜî[ ñèîïÇÉçÜ óÜìîñî îïÇÉçÜ êèÜî[ ëêóÜìïö ïìÇëîN 

/ lêÑÇç óÜìîñî àçêÉÇç îïÇÉäçäïö[ çêÑÇç ÑêèóÜìàÜèÑÜ ìÇïÜN 

/ oîÑäççÇïäèà ÖöèÇéäÑî[ ëÜìëÜïñÇç ÑöÑçÜîN 

SX 
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RNVNS ièïìêÖñÑäèà eèÖêàÜèêñî gìêòïâ 

/	wâÇï ÜèîñìÜî ïâÇï ïâÜ àìêòïâ ìÇïÜ ÇîöéëïêïÜî ïê õÜìê äè ïâÜ sêçêò éêÖÜç HÇèÖ ïâÜ 

rÇéîÜö éêÖÜç Çî òÜççI äî ïâÜ óÇèäîâäèà éÇìàäèÇç ëìêÖñÑï êá ÑÇëäïÇçL ïâÇï äîL ïâÜ ièÇÖÇ 

ÑêèÖäïäêè G-Qk→∞ f ;bk9 D Ñ. 

/	 cêèïäèñÜ ïê ÇîîñéÜ ïâÇï f ;;bk9 < Ñ, îê ïâÇï γ ;bk9 < Ñ, Éñï ÇîîñéÜ èêò ïâÇï G-Qk→∞ f ;bk9 D  

A >  Ñ. tâäî äéëçäÜî Ççîê G-Qk→∞ φbk9 D  A. tâÜèL Çî k →∞, 

ktåü − kt
γt ≡ → sA − bn å δ9 

kt 

/	 iá sA < bnåδ9, ïâÜè äï äî çäåÜ ÉÜáêìÜZ tâÜ ÜÑêèêéö ÑêèóÜìàÜî ïê k∗ îñÑâ ïâÇï γbk∗9 D Ñ. 

bñï äá sA > bn å x å δ9, ïâÜè ïâÜ ÜÑêèêéö ÜôâäÉäïî ÖÜéäèäîâäèà Éñï èêï óÇèäîâäèà 

àìêòïâZ γt áÇççî òäïâ t, Éñï γt → sA − bn å δ9 > Ñ Çî t →∞. 

/	 jêèÜî ÇèÖ mÇèñÜççä ÑêèîäÖÜì îñÑâ Ç àÜèÜìÇç ÑêèóÜô ïÜÑâèêçêàöZ ÜNàNL f bk9 D  Bkα å Ak. 

wÜ ïâÜè àÜï Éêïâ ïìÇèîäïäêèÇç ÖöèÇéäÑî äè ïâÜ îâêìï ìñè ÇèÖ ëÜìëÜïñÇç àìêòïâ äè ïâÜ 

çêèà ìñèN 

/	 iè ÑÇîÜ ïâÇï f bk9 D  Ak, ïâÜ ÜÑêèêéö áêççêòî Ç ÉÇçÇèÑÜÖMàìêòïâ ëÇïâ áìêé ïâÜ óÜìö 

ÉÜàäèèäèàN 

/ wÜ òäçç çÇïÜì 0ÜèÖêàÜèäõÜ1 A äè ïÜìéî êá ëêçäÑäÜîL äèîïäïñïäêèîL éÇìåÜïîL ÜïÑN 

/ fêì ÜôÇéëçÜL rêéÜìOlñÑÇîZ iá òÜ âÇóÜ âñéÇè ÑÇëäïÇç êì îëäççêóÜì ÜffÜÑïîL 

y D Akαhü−α 

ÇèÖ h D k, ïâÜè òÜ àÜï y D Ak. 

SY 



/	 rÜÑêèÑäçÜ ÑêèÖäïäêèÇç ÑêèóÜìàÜèÑÜ òäïâ ÜèÖêàÜèêñî àìêòïâN tâäèå êá G\ k − G\ k∗ Çî Ç 

ÖÜïìÜèÖÜÖ éÜÇîñìÜ êá ïâÜ îïÜÇÖöMîïÇïÜ ÇççêÑÇïäêè êá ìÜîêñìÑÜî HâñéÇè óÜìîñî ëâöîäÑÇç 

ÑÇëäïÇçL îëÜÑäÇçäõÇïäêè ëÇïïÜìèNI[ êì Çî Ç éÜÇîñìÜ êá ÖäîïÇèÑÜ áìêé ïÜÑâèêçêàö áìêèïäÜì[ 

ÜïÑN 

TP




câÇëïÜì S 

tâÜ nÜêÑçÇîîäÑÇç gìêòïâ mêÖÜç 

/	 iè ïâÜ sêçêò éêÖÜçL ÇàÜèïî äè ïâÜ ÜÑêèêéö Hêì ïâÜ ÖäÑïÇïêìI áêççêò Ç îäéëçäîïäÑ çäèÜÇì 

ìñçÜ áêì Ñêèîñéëïäêè ÇèÖ äèóÜîïéÜèïN iè ïâÜ rÇéîÜö éêÖÜçL ÇàÜèïî Hêì ïâÜ ÖäÑïÇïêìI 

ÑâêêîÜ Ñêèîñéëïäêè ÇèÖ äèóÜîïéÜèï êëïäéÇççö îê Çî ïê éÇôäéäõÜ ïâÜäì äèÖäóäÖñÇç ñïäçäïö 

Hêì îêÑäÇç òÜçáÇìÜIN 

SNQ tâÜ sêÑäÇç pçÇèèÜì 

/	 iè ïâäî îÜÑïäêèL òÜ îïÇìï ïâÜ ÇèÇçöîäî êá ïâÜ èÜêÑçÇîîäÑÇç àìêòïâ éêÖÜç Éö ÑêèîäÖÜìäèà 

ïâÜ êëïäéÇç ëçÇè êá Ç ÉÜèÜóêçÜèï îêÑäÇç ëçÇèèÜìL òâê ÑâêêîÜî ïâÜ îïÇïäÑ ÇèÖ äèïÜìïÜéM 

ëêìÇç ÇççêÑÇïäêè êá ìÜîêñìÑÜî äè ïâÜ ÜÑêèêéö îê Çî ïê éÇôäéäõÜ îêÑäÇç òÜçáÇìÜN wÜ 

òäçç çÇïÜì îâêò ïâÇï ïâÜ ÇççêÑÇïäêèî ïâÇï ëìÜóÇäç äè Ç ÖÜÑÜèïìÇçäõÜÖ ÑêéëÜïäïäóÜ éÇìåÜï 

ÜèóäìêèéÜèï ÑêäèÑäÖÜ òäïâ ïâÜ ÇççêÑÇïäêèî ÖäÑïÇïÜÖ Éö ïâÜ îêÑäÇç ëçÇèèÜìN 

/ têàÜïâÜì òäïâ Ñêèîñéëïäêè ÇèÖ îÇóäèàL òÜ Ççîê ÜèÖêàÜèäõÜ çÇÉêì îñëëçöN 

TQ 



SNQNQ pìÜáÜìÜèÑÜî 

/ pìÜáÜìÜèÑÜî ÇìÜ ÖÜ<èÜÖ êóÜì îïìÜÇéî êá Ñêèîñéëïäêè ÇèÖ çÜäîñìÜ áxtà∞ 
tDÑ , òâÜìÜ xt D 

bct, zt9, ÇèÖ ÇìÜ ìÜëìÜîÜèïÜÖ Éö Ç ñïäçäïö áñèÑïäêè u d X∞ → RL òâÜìÜ X äî ïâÜ ÖêéÇäè 

êá xt, îñÑâ ïâÇï 

u báxtà∞ 
tDÑ9 D  u bxÑ, xü, ...9 

/ wÜ îÇö ïâÇï ëìÜáÜìÜèÑÜî ÇìÜ ìÜÑñìîäóÜ äá ïâÜìÜ äî Ç áñèÑïäêè W d X " R → R îñÑâ ïâÇïL 

áêì Ççç áxtà∞ 
tDÑ , 

u bxÑ, xü, ...9 D  W ÇxÑ, u bxü, xO, ...9ç 

wÜ ÑÇè ïâÜè ìÜëìÜîÜèï ëìÜáÜìÜèÑÜî Çî áêççêòîZ a ÑêèîñéëïäêèMçÜäîñìÜ îïìÜÇé áxtà∞ 
tDÑ 

äèÖñÑÜî Ç ñïäçäïö îïìÜÇé áutà∞ 
tDÑ ÇÑÑêìÖäèà ïê ïâÜ ìÜÑñìîäêè 

ut D W bxt, utåü9. 

tâÇï äîL ñïäçäïö äè ëÜìäêÖ t äî àäóÜè Çî Ç áñèÑïäêè êá Ñêèîñéëïäêè äè ëÜìäêÖ t ÇèÖ ñïäçäïö 

äè ëÜìäêÖ t åü. W  äî ÑÇççÜÖ Ç ñïäçäïö ÇààìÜàÇïêìN fäèÇççöL èêïÜ ïâÇï ìÜÑñìîäóÜ ëìÜáÜìÜèÑÜîL 

Çî ÖÜ<èÜÖ ÇÉêóÜL ÇìÜ Éêïâ ïäéÜMÑêèîäîïÜèï ÇèÖ îïÇïäêèÇìöN 

/	wÜ îÇö ïâÇï ëìÜáÜìÜèÑÜî ÇìÜ ÇÖÖäïäóÜçö îÜëÇìÇÉçÜ äá ïâÜìÜ ÇìÜ áñèÑïäêèî υt d X → R îñÑâ 

ïâÇï 

u báxtà∞ 
tDÑ 9 D  

∞x 
tDÑ 

υtbxt9. 

wÜ ïâÜè äèïÜìëìÜï υtbxt9 Çî ïâÜ ñïäçäïö ÜèãêöÜÖ äè ëÜìäêÖ Ñ áìêé Ñêèîñéëïäêè äè ëÜìäêÖ 

t å üN 

/	 tâìêñàâêñï êñì ÇèÇçöîäîL òÜ òäçç ÇîîñéÜ ïâÇï ëìÜáÜìÜèÑÜî ÇìÜ Éêïâ ìÜÑñìîäóÜ ÇèÖ ÇÖÖäM 

ïäóÜçö îÜëÇìÇÉçÜN iè êïâÜì òêìÖîL òÜ äéëêîÜ ïâÇï ïâÜ ñïäçäïö ÇààìÜàÇïêì W äî çäèÜÇì äè 

TR 
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utåü d tâÜìÜ äî Ç áñèÑïäêè U d R → R ÇèÖ Ç îÑÇçÇì β ∈ R îñÑâ ïâÇï W bx, u9 D  U bx9åβu. 

wÜ ÑÇè ïâñî ìÜëìÜîÜèï ëìÜáÜìÜèÑÜî äè ìÜÑñìîäóÜ áêìé Çî 

ut D U bxt9 å  βutåü . 

açïÜìèÇïäóÜçöL 
∞x 

ut D βτ U bxtåτ 9 
τ DÑ 

/	 β äî ÑÇççÜÖ ïâÜ ÖäîÑêñèï áÇÑïêìN fêì ëìÜáÜìÜèÑÜî ïê ÉÜ òÜçç ÖÜ<èÜÖ HïâÇï äîL áêì ïâÜ 

äè<èäïÜ îñé ïê ÑêèóÜìàÜI òÜ èÜÜÖ β ∈ b−ü, åü9. mêèêïêèäÑäïö êá ëìÜáÜìÜèÑÜî äéëêîÜî 

β >  Ñ. tâÜìÜáêìÜL òÜ ìÜîïìäÑï β ∈ bÑ, ü9. tâÜ ÖäîÑêñèï ìÇïÜ äî àäóÜè Éö ρ îñÑâ ïâÇï 

β D ü/bü å ρ9. 

/	 U äî îêéÜïäéÜî ÑÇççÜÖ ïâÜ ëÜìMëÜìäêÖ áÜçäÑäïö êì ñïäçäïö áñèÑïäêèN wÜ çÜï z >  Ñ ÖÜèêïÜ 

ïâÜ éÇôäéÇç Çéêñèï êá ïäéÜ ëÜì ëÜìäêÖN wÜ ÇÑÑêìÖäèàçö çÜï X D Rå " ÇÑ, zç. wÜ <èÇççö 

äéëêîÜ ïâÇï U äî èÜêÑçÇîîäÑÇçL äè ïâÇï äï îÇïäî<Üî ïâÜ áêççêòäèà ëìêëÜìïäÜîZ 

QN U äî Ñêèïäèñêñî ÇèÖL Ççïâêñàâ èêï ÇçòÇöî èÜÑÜîîÇìöL ïòäÑÜ ÖäffÜìÜèïäÇÉçÜN 

RN U äî îïìäÑïçö äèÑìÜÇîäèà ÇèÖ îïìäÑïçö ÑêèÑÇóÜZ 

Ucbc, z9 > Ñ > Uccbc, z9 

Uz bc, z9 > Ñ > Uzz bc, z9 

U O < UccUzzcz 

SN U îÇïäî<Üî ïâÜ ièÇÖÇ ÑêèÖäïäêèî 

G-Q Uc D ∞ ÇèÖ G-Q Uc D Ñ. 
c→Ñ c→∞ 

G-Q Uz D ∞ ÇèÖ G-Q Uz D Ñ. 
z→Ñ z→z 

TS 



SNQNR tÜÑâèêçêàö ÇèÖ ïâÜ rÜîêñìÑÜ cêèîïìÇäèï 

/ wÜ ÇÉîïìÇÑï áìêé ëêëñçÇïäêè àìêòïâ ÇèÖ ÜôêàÜèêñî ïÜÑâèêçêàäÑÇç ÑâÇèàÜN 

/ tâÜ ïäéÜ ÑêèîïìÇäèï äî àäóÜè Éö 

zt å lt ≤ z. 

wÜ ñîñÇççö èêìéÇçäõÜ z D ü  ÇèÖ ïâñî äèïÜìëìÜï zt ÇèÖ lt Çî ïâÜ áìÇÑïäêè êá ïäéÜ ïâÇï äî 

ÖÜóêïÜÖ ïê çÜäîñìÜ ÇèÖ ëìêÖñÑïäêèL ìÜîëÜÑïäóÜçöN 

/ tâÜ ìÜîêñìÑÜ ÑêèîïìÇäèï äî àäóÜè Éö 

ct å it ≤ yt 

/ lÜï F bK,L9 ÉÜ Ç èÜêÑçÇîîäÑÇç ïÜÑâèêçêàö ÇèÖ çÜï f bκ9 D  F bκ, ü9 ÉÜ ïâÜ äèïÜèîäóÜ áêìé 

êá F. oñïëñï äè ïâÜ ÜÑêèêéö äî àäóÜè Éö 

yt D F bkt, lt9 D  ltf bκt9, 

òâÜìÜ 
kt

κt D 
lt 

äî ïâÜ ÑÇëäïÇçMçÇÉêì ìÇïäêN 

/ cÇëäïÇç ÇÑÑñéñçÇïÜî ÇÑÑêìÖäèà ïê 

ktåü D bü − δ9kt å it . 

HaçïÜìèÇïäóÜçöL äèïÜìëìÜï l Çî ÜffÜÑïäóÜ çÇÉêì ÇèÖ δ Çî ïâÜ ÜffÜÑïäóÜ ÖÜëìÜÑäÇïäêè ìÇïÜNI 

/ fäèÇççöL òÜ äéëêîÜ ïâÜ áêççêòäèà èÇïñìÇç èêèMèÜàÇïäóäïçö ÑêèîïìÇäèïîZ 

ct ≥ Ñ, zt ≥ Ñ, lt ≥ Ñ, kt ≥ Ñ. 

TT 
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/ cêéÉäèäèà ïâÜ ÇÉêóÜL òÜ ÑÇè ìÜòìäïÜ ïâÜ ìÜîêñìÑÜ ÑêèîïìÇäèï Çî 

ct å ktåü ≤ F bkt, lt9 å bü − δ9kt, 

ÇèÖ ïâÜ ïäéÜ ÑêèîïìÇäèï Çî 

zt D ü  − lt, 

òäïâ 

ct ≥ Ñ, lt ∈ ÇÑ, üç, kt ≥ Ñ. 

SNQNS tâÜ rÇéîÜö pìêÉçÜé 

/ tâÜ îêÑäÇç ëçÇèèÜì ÑâêêîÜî Ç ëçÇè áct, lt, ktåüà∞¡tDÑ îê Çî ïê éÇôäéäõÜ ñïäçäïö îñÉãÜÑï ïê 

ïâÜ ìÜîêñìÑÜ ÑêèîïìÇäèï êá ïâÜ ÜÑêèêéöL ïÇåäèà äèäïäÇç kÑ Çî àäóÜèZ 

∞x 
Q]= uÑ D βtU bct, ü − lt9 

tDÑ 

ct å ktåü ≤ bü − δ9kt å F bkt, lt9, ∀t ≥ Ñ, 

ct ≥ Ñ, lt ∈ ÇÑ, üç, ktåü ≥ Ñ., ∀t ≥ Ñ, 

kÑ > Ñ given. 

SNQNT oëïäéÇç cêèïìêç 

/ lÜï µt ÖÜèêïÜ ïâÜ lÇàìÇèàÜ éñçïäëçäÜì áêì ïâÜ ìÜîêñìÑÜ ÑêèîïìÇäèïN tâÜ lÇàìÇèàäÇè êá 

ïâÜ îêÑäÇç ëçÇèèÜìGî ëìêÉçÜé äî 

∞ ∞x x 
lÑ D βtU bct, ü − lt9 å  µt Çbü − δ9kt å F bkt, lt9 − ktåü − ctç 

tDÑ tDÑ 

TU




/ dÜ<èÜ λt ≡ βtµt ÇèÖ 

Ht	 ≡ Hbkt, ktåü, ct, lt, λt9 ≡ 

≡ U bct, ü − lt9 å  λt Çbü − δ9kt å F bkt, lt9 − ktåü − ctç 

H äî ÑÇççÜÖ ïâÜ hÇéäçïêèäÇè êá ïâÜ ëìêÉçÜéN 

/ wÜ ÑÇè ìÜòìäïÜ ïâÜ lÇàìÇèàäÇè Çî 

∞x 
lÑ D βt áU bct, ü − lt9 å  λt Çbü − δ9kt å F bkt, lt9 − ktåü − ctçà D 

tDÑ 
∞x 

D βtHt 
tDÑ 

êìL äè ìÜÑñìîäóÜ áêìé 

lt D Ht å βltåü . 

/	 gäóÜè kt, ct ÇèÖ lt ÜèïÜì êèçö ïâÜ ëÜìäêÖ t ñïäçäïö ÇèÖ ìÜîêñìÑÜ ÑêèîïìÇäèï[ bct, lt9 ïâñî 

ÇëëÜÇìî êèçö äè Ht . säéäçÇìçöL kt,ÜèïÜì êèçö ïâÜ ëÜìäêÖ t ÇèÖ t å ü  ñïäçäïö ÇèÖ ìÜîêñìÑÜ 

ÑêèîïìÇäèïî[ ïâÜö ïâñî ÇëëÜÇì êèçö äè Ht ÇèÖ HtåüN tâÜìÜáêìÜL 

lÜééÇ Y iá áct, lt, ktåüà∞¡ tDÑ ïâÜ ÇîîêÑäÇïÜÖ éñçïäëçäÜìîL ïâÜètDÑ äî ïâÜ êëïäéñé ÇèÖ áλtà∞¡

Htõ ûù ú 
bct, lt9 D  ]Üõ Q]= Hbkt, ktåü, c, l, λt9 

c,l 

ïÇåäèà bkt, ktåü 9 Çî àäóÜèL ÇèÖ 

Ht å β Ht+1õ ûù ú 
ktåü D ]Üõ Q]= Hbkt, k

;, ct, lt, λt9 å  βHbk;, ktåO, ctåü, ltåü , λtåü9 
k; 

ïÇåäèà bkt, ktåO 9 Çî àäóÜèN 

TV
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eíñäóÇçÜèïçöL 

bct, lt, ktåü, ctåü, ltåü, 9 D  ]Üõ Q]= ÇU bc, l9 å  βU bc;, l;9ç 
c,l,k;,c; ,l; 

s.t. c å k; ≤ bü − δ9kt å F bkt, l9 

c; å ktåO ≤ bü − δ9k; å F bk;, l;9 

ïÇåäèà bkt, ktåO 9 Çî àäóÜèN 

/ wÜ âÜèÑÜáêìïâ ÇîîñéÜ Çè äèïÜìäêì îêçñïäêèN aî çêèà Çî kt > ÑL äèïÜìäêì îêçñïäêè äî äèÖÜÜÖ 

ÜèîñìÜÖ Éö ïâÜ ièÇÖÇ ÑêèÖäïäêèî êè F ÇèÖ U. 

/ tâÜ foc òäïâ ìÜîëÜÑï ïê ct àäóÜî 

∂lÑ 
D βt 

∂Ht 
D Ñ  ⇔ 

∂ct ∂ct 
∂Ht 

D Ñ  ⇔ 
∂ct 

Ucbct, zt9 D  λt 

tâÜ foc òäïâ ìÜîëÜÑï ïê lt àäóÜî 

∂lÑ 
D βt 

∂Ht 
D Ñ  ⇔

∂lt ∂lt 
∂Ht 

D Ñ  ⇔
∂lt 

Uz bct, zt9 D  λtFLbkt, lt9 

fäèÇççöL ïâÜ foc òäïâ ìÜîëÜÑï ïê ktåü àäóÜî 4 5 
∂lÑ 

D βt 
∂Ht 

å β
∂Htåü 

D Ñ  ⇔
∂ktåü ∂ktåü ∂ktåü 

∂Htåü−λt å β D Ñ  ⇔ 
∂ktåü 

λt D β Çü − δ å FK bktåü, ltåü 9ç λtåü 

TW 



/ cêéÉäèäèà ïâÜ ÇÉêóÜL òÜ àÜï 

Uz bct, zt9 
D FLbkt, lt9

Ucbct, zt9 

ÇèÖ 
Ucbct, zt9 

D ü  − δ å FK bktåü, ltåü9. 
βUcbctåü, ztåü9 

/	 bêïâ ÑêèÖäïäêèî äéëêîÜ ÜíñÇçäïö ÉÜïòÜÜè éÇìàäèÇç ìÇïÜî êá îñÉîïäïñïäêè ÇèÖ éÇìàäèÇç 

ìÇïÜ êá ïìÇèîáêìéÇïäêèN tâÜ <ìîï ÑêèÖäïäêè éÜÇèî ïâÇï ïâÜ éÇìàäèÇç ìÇïÜ êá îñÉîïäïñïäêè 

ÉÜïòÜÜè Ñêèîñéëïäêè ÇèÖ çÜäîñìÜ ÜíñÇçî ïâÜ éÇìàäèÇç ëìêÖñÑï êá çÇÉêìN tâÜ îÜÑêèÖ 

ÑêèÖäïäêè éÜÇèî ïâÇï ïâÜ éÇìàäèÇç ìÇïÜ êá äèïÜìïÜéëêìÇç îñÉîïäïñïäêè äè Ñêèîñéëïäêè 

ÜíñÇçî ïâÜ éÇìàäèÇç ÑÇëäïÇç êá ÑÇëäïÇç èÜï êá ÖÜëìÜÑäÇïäêè Hëçñî êèÜIN tâäî çÇîï ÑêèÖäïäêè 

äî ÑÇççÜÖ ïâÜ eñçÜì ÑêèÖäïäêèN 

/ tâÜ ÜèóÜçêëÜ ÑêèÖäïäêè áêì ïâÜ pÇìÜïê ëìêÉçÜé äî 

∂bQ]= uÑ9
D 
∂lÑ 

D λÑ D UcbcÑ, zÑ9. 
∂kÑ ∂kÑ 

mêìÜ àÜèÜìÇççöL 

λt D Ucbct, lt9 

ìÜëìÜîÜèïî ïâÜ éÇìàäèÇç ñïäçäïö êá ÑÇëäïÇç äè ëÜìäêÖ t ÇèÖ òäçç ÜíñÇç ïâÜ îçêëÜ êá ïâÜ 

óÇçñÜ áñèÑïäêè Çï k D kt äè ïâÜ ÖöèÇéäÑMëìêàìÇééäèà ìÜëìÜîÜèïÇïäêè êá ïâÜ ëìêÉçÜéN 

/	 sñëëêîÜ áêì Ç éêéÜèï ïâÇï ïâÜ âêìäõêè òÇî <èäïÜL T <  ∞. tâÜèL ïâÜ lÇàìÇèàäÇè òêñçÖ 

ÉÜ 
Tx 

lÑ D βtHt 
tDÑ 

ÇèÖ ïâÜ kñâèMtñÑåÜì ÑêèÖäïäêè òäïâ ìÜîëÜÑï ïê kT åü òêñçÖ àäóÜ 

∂k

∂ 

T 

l 

åü 
D βT	 ∂HT ≥ Ñ ÇèÖ kT åü ≥ Ñ, òäïâ ÑêéëçÜéÜèïÇìö îçÇÑåèÜîî[

∂kT åü 

TX
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ÜíñäóÇçÜèïçö 

µT D βT λT ≥ Ñ ÇèÖ kT åü ≥ Ñ, òäïâ βT λT kT åü D Ñ. 

tâÜ çÇïïÜì éÜÇèî ïâÇï ÜäïâÜì kT åü D Ñ, êì êïâÜìòäîÜ äï ÉÜïïÜì ÉÜ ïâÇï ïâÜ îâÇÖêò óÇçñÜ 

êá kT åü äî õÜìêN wâÜè ïâÜ âêìäõêè äî äè<èäïÜL ïâÜ ïÜìéäèÇç ÑêèÖäïäêè βT λT kT åü D Ñ  äî 

ìÜëçÇÑÜÖ Éö ïâÜ ïìÇèîóÜìîÇçäïö ÑêèÖäïäêè 

G-Q βtλtktåü D Ñ. 
t→∞ 

eíñäóÇçÜèïçöL ñîäèà λt D Ucbct, zt9, òÜ òìäïÜ ïâÜ ïìÇèîóÜìîÇçäïö ÑêèÖäïäêè Çî 

G-Q βtUcbct, zt9ktåü D Ñ. 
t→∞ 

tâÜ ÇÉêóÜ éÜÇèî ïâÇïL Çî ïäéÜ ëÇîîÜîL ïâÜ HÖäîÑêñèïÜÖI îâÇÖêò óÇçñÜ êá ÑÇëäïÇç ÑêèM 

óÜìàÜî ïê õÜìêN 

/ wÜ ÑêèÑçñÖÜZ 

pìêëêîäïäêè QP tâÜ ëçÇè áct, lt, ktà∞ 
tDÑ äî Ç îêçñïäêè ïê ïâÜ îêÑäÇç ëçÇèèÜìGî ëìêÉçÜé äá ÇèÖ 

êèçö äá 

Uz bct, zt9 
D FLbkt, lt9, HSNQI

Ucbct, zt9 
Ucbct, zt9 

D ü  − δ å FK bktåü, ltåü9, HSNRI
βUcbctåü, ztåü 9 

ktåü D F bkt, lt9 å  bü − δ9kt − ct, HSNSI 

áêì Ççç t ≥ Ñ, ÇèÖ 

kÑ > Ñ àäóÜèL ÇèÖ G-Q βtUcbct, zt9ktåü D Ñ. HSNTI 
t→∞ 

TY




/	 rÜéÇìåZ wÜ ëìêóÜÖ èÜÑÜîîäïö êá HSNQI ÇèÖ HSNRI ÜîîÜèïäÇççö Éö Ç ëÜìïñìÉÇïäêè ÇìàñéÜèïL 

ÇèÖ HSNSI äî ïìäóäÇçN wÜ ÖäÖ èêï ëìêóÜ èÜÑÜîîäïö êá HSNTIL èÜäïâÜì îñffiÑäÜèÑö êá ïâäî 

îÜï êá ÑêèÖäïäêèîN oèÜ ÑÇè ëìêóÜ Éêïâ èÜÑÜîîäïö ÇèÖ îñffiÑäÜèÑö ñîäèà êëïäéÇçMÑêèïìêç 

ïÜÑâèäíñÜîN açïÜìèÇïäóÜçöL òÜ ÑÇè ñîÜ ÖöèÇéäÑ ëìêàìÇééäèà[ ïâÜ ëìêêá êá ïâÜ èÜÑÜîîäïö 

ÇèÖ îñffiÑäÜèÑö êá ïâÜ eñçÜì ÇèÖ ïìÇèîóÜìîÇçäïö ÑêèÖäïäêèî äî ëìêóäÖÜÖ äè sïêåÜö ÇèÖ 

lñÑÇîN 

/ nêïÜ ïâÇï ïâÜ HSNQI ÑÇè ÉÜ îêçóÜÖ áêì wÜ òäçç çÇïÜì ëìêóÜ ïâÇï 

SNQNU döèÇéäÑ pìêàìÇéäèà 

cêèîäÖÜì ÇàÇäè ïâÜ îêÑäÇç ëçÇèèÜìGî ëìêÉçÜéN 

fêì Çèö k >  Ñ, ÖÜ<èÜ 

V bk9 ≡ Q]=

∞x 
tDÑ 

βtU bct, ü − lt9 

îñÉãÜÑï ïê 

ct å ktåü ≤ bü − δ9kt å F bkt, lt9, ∀t ≥ Ñ, 

ct, lt, bü − lt9, ktåü ≥ Ñ, ∀t ≥ Ñ, 

kÑ D k given. 

V äî ÑÇççÜÖ ïâÜ vÇçñÜ fñèÑïäêèN 

/ dÜ<èÜ k Éö ïâÜ ñèäíñÜ îêçñïäêè ïê 

k D bü − δ9k å F bk, ü9 

ÇèÖ èêïÜ ïâÇï k ìÜëìÜîÜèïî Çè ñëëÜì ÉêñèÖ êè ïâÜ çÜóÜç êá ÑÇëäïÇç ïâÇï ÑÇè ÉÜ îñîïÇäèÜÖ 

äè Çèö îïÜÇÖö îïÇïÜN wäïâêñï îÜìäêñî çêîî êá àÜèÜìÇçäïöL òÜ òäçç âÜèÑÜáêìïâ ìÜîïìäÑï 

kt ∈ ÇÑ, kç. 

UP 



14.451 Lecture Notes


/	 lÜï B ÉÜ ïâÜ îÜï êá Ñêèïäèñêñî ÇèÖ ÉêñèÖÜÖ áñèÑïäêèî v d ÇÑ, kç → R ÇèÖ ÑêèîäÖÜì ïâÜ 

éÇëëäèà t d B → B ÖÜ<èÜÖ Çî áêççêòîZ 

t vbk9 D  Q]= U bc, ü − l9 å  βvbk;9 

s.t. c å k; ≤ bü − δ9k å F bk, l9 

k; ∈ ÇÑ, kç, c  ∈ ÇÑ, F  bk, ü9ç, l  ∈ ÇÑ, üç. 

tâÜ ÑêèÖäïäêèî òÜ âÇóÜ äéëêîÜÖ êè U ÇèÖ F äéëçö ïâÇï t äî Ç ÑêèïìÇÑïäêè éÇëëäèàN iï 

áêççêòî ïâÇï t âÇî Ç ñèäíñÜ <ôÜÖ ëêäèï V D t V ÇèÖ ïâäî <ôÜÖ ëêäèï àäóÜî ïâÜ îêçñïäêè 

ïê ïâÜ ëçÇèèÜìGî ëìêÉçÜéZ 

pìêëêîäïäêè QQ tâÜìÜ äî Ç ñèäíñÜ V ïâÇï îêçóÜî ïâÜ bÜççéÇè ÜíñÇïäêè 

V bk9 D  Q]= U bc, ü − l9 å  βV bk;9 

s.t. c å k; ≤ bü − δ9k å F bk, l9 

k; ∈ ÇÑ, kç, c  ∈ ÇÑ, F  bk, ü9ç, l  ∈ ÇÑ, üç. 

V äî ÑêèïäèñêñîL ÖäffÜìÜèïäÇÉçÜL ÇèÖ îïìäÑïçö ÑêèÑÇóÜN V bkÑ9 àäóÜî ïâÜ îêçñïäêè áêì ïâÜ îêÑäÇç 

ëçÇèèÜìGî ëìêÉçÜéN 

pìêëêîäïäêè QR lÜï 

Çcbk9, lbk9, Gbk9ç D ]ÜõQ]=á...à. 

cbk9, lbk9, Gbk9 ÇìÜ Ñêèïäèñêñî[ cbk9 ÇèÖ Gbk9 ÇìÜ äèÑìÜÇîäèàN tâÜ ëçÇè áct, lt, ktà∞ 
tDÑ äî êëïäM 

éÇç äá ÇèÖ êèçö äá äï îÇïäî<Üî 

ct D cbkt9 

lt D lbkt9 

ktåü D Gbkt9 

UQ 



òäïâ kÑ âäîïêìäÑÇççö àäóÜèN 

/ rÜéÇìåZ tâÜ ëìêêáî êá ïâÜ ÇÉêóÜ ëìêëêîäïäêèîL Çî òÜçç Çî ïâÜ ëìêêá êá ïâÜ èÜÑÜîîäïö 

ÇèÖ îñffiÑäÜèÑö êá ïâÜ eñçÜì ÇèÖ ïìÇèîóÜìîÇçäïö ÑêèÖäïäêèîL ÇìÜ ëìêóäÖÜÖ äè sïêåÜö ÇèÖ 

lñÑÇîN bÜÑÇñîÜ êá ïäéÜ ÑêèîïìÇäèïîL i òäçç îåäë ïâÜîÜ ëìêêáî ÇèÖ ÑêèÑÜèïìÇïÜ êè ïâÜ 

ÑâÇìÇÑïÜìäõÇïäêè êá ïâÜ êëïäéÇç ëçÇèN 

/ tâÜ lÇàìÇèàäÇè áêì ïâÜ dp ëìêÉçÜé äî 

l D U bc, ü − l9 å  βV bk;9 å  λÇbü − δ9k å F bk, l9 − k; − cç 

tâÜ focî òäïâ ìÜîëÜÑï ïê c, l ÇèÖ k; àäóÜ 

∂l 
D Ñ  ⇔ Ucbc, z9 D  λ 

∂c 
∂l 

D Ñ  ⇔ Uz bc, z9 D  λFLbk, l9
∂l 
∂l 

D Ñ  ⇔ λ D βVkbk
;9

∂k; 

tâÜ eèóÜçêëÜ ÑêèÖäïäêè äî 

∂l
Vk bk9 D  

∂k 
D λÇü − δ å FK bk, l9ç 

/ cêéÉäèäèàL òÜ ÑêèÑçñÖÜ 
Uz bct, lt9 

D Flbkt, kt9 
Ucbct, lt9 

ÇèÖ 
Ucbct, lt9 

D β Çü − δ å FK bktåü, ltåü9ç ,
Ucbctåü, ltåü9 

òâäÑâ ÇìÜ ïâÜ îÇéÜ ÑêèÖäïäêèî òÜ âÇÖ ÖÜìäóÜÖ òäïâ êëïäéÇç ÑêèïìêçN fäèÇççöL èêïÜ ïâÇï 

òÜ ÑÇè îïÇïÜ ïâÜ eñçÜì ÑêèÖäïäêè ÇçïÜìèÇïäóÜçö Çî 

Vk bkt9 
D βÇü − δ å FK bktåü, ltåü9ç. 

Vk bktåü9 

UR 



∞

14.451 Lecture Notes


SNR dÜÑÜèïìÇçäõÜÖ cêéëÜïäïäóÜ eíñäçäÉìäñé 

SNRNQ hêñîÜâêçÖî 

/ hêñîÜâêçÖî ÇìÜ äèÖÜôÜÖ Éö j ∈ ÇÑ, üç. tâÜìÜ äî êèÜ ëÜìîêè ëÜì âêñîÜâêçÖ ÇèÖ èê ëêëñM 

çÇïäêè àìêòïâN 

/ tâÜ ëìÜáÜìÜèÑÜî êá âêñîÜâêçÖ j ÇìÜ àäóÜè Éö x 
uÑ 
j D βtU bct

j , zt
j 9 

tDÑ 

iè ìÜÑñìîäóÜ áêìéL 

utj D U bct
j , zt

j 9 å  βutj åü 

/ tâÜ ïäéÜ ÑêèîïìÇäèï áêì âêñîÜâêçÖ j ÑÇè ÉÜ òìäïïÜè Çî 

zj D ü  − lj . t t 

/ tâÜ ÉñÖàÜï ÑêèîïìÇäèï êá âêñîÜâêçÖ j äî àäóÜè Éö 

cjt å ijt å xjt ≤ yt
j D rtkt

j å Rtbt
j å wtlt

j å αj Πt, 

òâÜìÜ rt ÖÜèêïÜî ïâÜ ìÜèïÇç ìÇïÜ êá ÑÇëäïÇçL wt ÖÜèêïÜî ïâÜ òÇàÜ ìÇïÜL Rt ÖÜèêïÜî ïâÜ 

äèïÜìÜîï ìÇïÜ êè ìäîåMáìÜÜ ÉêèÖîN hêñîÜâêçÖ j ÇÑÑñéñçÇïÜî ÑÇëäïÇç ÇÑÑêìÖäèà ïê 

kt
j 
åü D bü − δ9kt

j å ijt 

ÇèÖ ÉêèÖî ÇÑÑêìÖäèà ïê 

bt
j 
åü D bt

j å xjt 

iè ÜíñäçäÉìäñéL <ìé ëìê<ïî ÇìÜ õÜìêL ÉÜÑÇñîÜ êá crsN iï áêççêòî ïâÇï Πt D Ñ  ÇèÖ òÜ 

ÑÇè ìÜòìäïÜ ïâÜ âêñîÜâêçÖ ÉñÖàÜï Çî 

cjt å kt
j 
åü å bt

j 
åü ≤ bü − δ å rt9kt

j å bü å  Rt9bt
j å wtlt

j . 

US




∞

/ tâÜ èÇïñìÇç èêèMèÜàÇïäóäïö ÑêèîïìÇäèï 

kt
j 
åü ≥ Ñ 

äî äéëêîÜÖ êè ÑÇëäïÇç âêçÖäèàîL Éñï èê îâêìïMîÇçÜ ÑêèîïìÇäèï äî äéëêîÜÖ êè ÉêèÖ âêçÖM 

äèàîN tâÇï äîL âêñîÜâêçÖ ÑÇè ÜäïâÜì çÜèÖ êì Éêììêò äè ìäîåMáìÜÜ ÉêèÖîN wÜ êèçö äéëêîÜ 

ïâÜ áêççêòäèà èÇïñìÇç Éêììêòäèà çäéäï 

−bü å Rtåü9bt
j 
åü ≤ bü − δ å rtåü9kt

j 
åü å 

x 
τ Dtåü 

qτ 
wτ . 

qtåü 

òâÜìÜ

ü

qt ≡ 
bü å RÑ9bü å Rü9...bü å Rt9 

D bü å Rt9qtåü . 

tâäî ÑêèîïìÇäèï îäéëçö ìÜíñäìÜî ïâÇï ïâÜ èÜï ÖÜÉï ëêîäïäêè êá ïâÜ âêñîÜâêçÖ ÖêÜî èêï 

ÜôÑÜÜÖ ïâÜ ëìÜîÜèï óÇçñÜ êá ïâÜ çÇÉêì äèÑêéÜ âÜ ÑÇè ÇïïÇäè Éö òêìåäèà Ççç ïäéÜN 

/ nêïÜ ïâÇï îäéëçÜ ÇìÉäïìÇàÜ ÉÜïòÜÜè ÉêèÖî ÇèÖ ÑÇëäïÇç äéëçäÜî ïâÇïL äè Çèö ÜíñäçäÉìäñéL 

Rt D rt − δ. 

tâÇï äîL ïâÜ äèïÜìÜîï ìÇïÜ êè ìäîåçÜîî ÉêèÖî éñîï ÜíñÇç ïâÜ ìÜèïÇç ìÇïÜ êá ÑÇëäïÇç èÜï 

êá ÖÜëìÜÑäÇïäêèN iá Rt < rt − δ, Ççç äèÖäóäÖñÇçî òêñçÖ çäåÜ ïê îâêìïMîÜçç ÉêèÖî Hñë ïê 

ïâÜäì Éêììêòäèà ÑêèîïìÇäèïI ÇèÖ äèóÜîï äèïê ÑÇëäïÇçN iá Rt > rt − δ, ÑÇëäïÇç òêñçÖ ÉÜ 

ÖêéäèÇïÜÖ Éö ÉêèÖîL ÇèÖ èêÉêÖö äè ïâÜ ÜÑêèêéö òêñçÖ äèóÜîï äè ÑÇëäïÇçN iè ïâÜ <ìîï 

ÑÇîÜL ïâÜìÜ òêñçÖ ÉÜ ÜôÑÜîî îñëëçö áêì ÉêèÖî äè ïâÜ ÇààìÜàÇïÜN iè ïâÜ îÜÑêèÖ ÑÇîÜL ïâÜìÜ 

òêñçÖ ÉÜ ÜôÑÜîî ÖÜéÇèÖ áêì ÉêèÖî ÇèÖ èê äèóÜîïéÜèï äè ïâÜ ÇààìÜàÇïÜN iè ÜíñäçäÉìäñéL 

Rt ÇèÖ rt éñîï ÇÖãñîï îê ïâÇï Rt D rt − δ. 

/ pìêóäÖÜÖ ïâÇï Rt D rt − δ, ïâÜ âêñîÜâêçÖ äî äèÖäffÜìÜèï ÉÜïòÜÜè ÉêèÖî ÇèÖ ÑÇëäïÇçN tâÜ 

0ëêìïáêçäê1 ÑâêäÑÜ ÉÜïòÜÜè kt
j ÇèÖ bjt äî ïâñî äèÖÜïÜìéäèÇïÜN wâÇï äî ëäèèÜÖ Öêòè äî 

UT 



∞

∞

∞

∞

∞
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êèçö ïâÜ ïêïÇç ÇîîÜï ëêîäïäêèL ajt D bt
j å kt

j . tâÜ ÉñÖàÜï ÑêèîïìÇäèï ïâÜè ìÜÖñÑÜî ïê 

cjt å at
j 
åü ≤ bü å Rt9at

j å wtlt
j , 

ÇèÖ ïâÜ èÇïñìÇç Éêììêòäèà ÑêèîïìÇäèï ïâÜè ÉÜÑêéÜî 

ajtåü ≥ atåü, 

òâÜìÜ 
ü x 

atåü ≡ −  
qt 

qτ wτ 
τ Dtåü 

/ nêïÜ ïâÇï at äî ÉêñèÖÜÖ ÇòÇö áìêé −∞ Çî çêèà Çî qt äî ÉêñèÖÜÖ ÇòÇö áìêé Ñ ÇèÖ p
τ 
∞ 
Dt qτ wτ äî ÉêñèÖÜÖ ÇòÇö áìêé å∞. iá pτ 

∞ 
Dtåü qτ wτ òÇî äè<èäïÜ Çï Çèö t, ïâÜ ÇàÜèï 

ÑêñçÖ ÇïïÇäè äè<èäïÜ Ñêèîñéëïäêè äè ÜóÜìö ëÜìäêÖ τ ≥ t å ü. tâÇï ïâäî äî èêï ïâÜ ÑÇîÜ 

äî ÜèîñìÜÖ Éö ïâÜ ìÜîïìäÑïäêè ïâÇï x 
qtwt < å∞. 

tDÑ 

tDÑ, âêñîÜâêçÖ j ÑâêêîÜî Ç ëçÇè áctj , ltj , ktj åüà∞/ gäóÜè Ç ëìäÑÜ îÜíñÜèÑÜ áRt, wtà∞ 
tDÑ îê Çî ïê 

éÇôäéäõÜ çäáÜïäéÜ ñïäçäïö îñÉãÜÑï ïê äïî ÉñÖàÜï ÑêèîïìÇäèïî x 
Q]= uÑ 

j D βtU bct
j , ü − lt

j 9 
tDÑ 

s.t. cjt å at
j 
åü ≤ bü å Rt9at

j å wtlt
j 

cjt ≥ Ñ, lt
j ∈ ÇÑ, üç, ajtåü ≥ atåü 

/ lÜï µjt D βtλjt ÉÜ ïâÜ lÇàìÇèàÜ éñçïäëçäÜì áêì ïâÜ ÉñÖàÜï ÑêèîïìÇäèïL òÜ ÑÇè òìäïÜ ïâÜ 

lÇàìÇèàäÇè Çî x 
lj D βt 

(
U bct

j , ü − lt
j 9 å  λjt 

" 
bü å Rt9at

j å wtlt
j − ajtåü − cjt 

#)
Ñ 

tDÑ x 
D βtHj 

t 
tDÑ 

UU




òâÜìÜ " # 
Ht
j D U bct

j , ü − lt
j 9 å  λjt bü å Rt9at

j å wtlt
j − at

j 
åü − ct

j 

/ tâÜ foc òäïâ ìÜîëÜÑï ïê cjt àäóÜî 

∂lj Ñ D βt 
∂Ht

j 

D Ñ  ⇔ 
∂cj ∂cj t t 

Ucbct
j , zt

j 9 D  λjt 

tâÜ foc òäïâ ìÜîëÜÑï ïê lj àäóÜît 

∂lj Ñ D βt 
∂Ht

j 

D Ñ  ⇔ 
∂lj ∂lj t t 

Uz bct
j , zt

j 9 D  λjt wt 

cêéÉäèäèàL òÜ àÜï 
Uz bct

j , zt
j 9 
D wt . 

Ucbct
j , zt

j 9 

tâÇï äîL âêñîÜâêçÖî ÜíñÇïÜ ïâÜäì éÇìàäèÇç ìÇïÜ êá îñÉîïäïñïäêè ÉÜïòÜÜè Ñêèîñéëïäêè 

ÇèÖ çÜäîñìÜ òäïâ ïâÜ HÑêééêèI òÇàÜ ìÇïÜN 

/ tâÜ kñâèMtñÑåÜì ÑêèÖäïäêè òäïâ ìÜîëÜÑï ïê ajtåü àäóÜî B C 
∂lj ∂Hj ∂Hj 

t tåüÑ D βt å β ≤ Ñ ⇔ 
∂at

j 
åü ∂at

j 
åü ∂ajtåü 

λjt ≥ β Çü å Rtç λ
j
tåü, 

òäïâ ÜíñÇçäïö òâÜèÜóÜì at
j 
åü > atåü . tâÇï äîL ïâÜ ÑêéëçÜéÜèïÇìö îçÇÑåèÜîî ÑêèÖäïäêè äî 

" # " # 
λjt − β Çü å Rtç λ

j
tåü at

j 
åü − atåü D Ñ. 

UV 
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/ fäèÇççöL äá ïäéÜ òÇî <èäïÜL ïâÜ ïÜìéäèÇç ÑêèÖäïäêè òêñçÖ ÉÜ


µj ≥ Ñ, aj T T åü ≥ aT åü , µ
j 
T 

" 
aj T åü − aT åü 

# 
D Ñ, 

òâÜìÜ µjt ≡ βtλjt . nêò ïâÇï ïäéÜ äî äè<èäïÜL ïâÜ ïìÇèîóÜìîÇçäïö ÑêèÖäïäêè äî 

G-Q 
t→Ñ 

βtλj t 
" 
ajtåü − atåü 

# 
D Ñ. 

/ uîäèà λjt D Ucbct
j , zt

j 9, òÜ ÑÇè ìÜîïÇïÜ ïâÜ eñçÜì ÑêèÖäïäêè Çî 

Ucbct
j , zt

j 9 ≥ βÇü å RtçUcbct
j 
åü, zt

j 
åü9, 

òäïâ ÜíñÇçäïö òâÜèÜóÜì at
j 
åü > atåü . tâÇï äîL Çî çêèà Çî ïâÜ Éêììêòäèà ÑêèîïìÇäèï ÖêÜî 

èêï ÉäèÖL âêñîÜâêçÖî ÜíñÇïÜ ïâÜäì éÇìàäèÇç ìÇïÜ êá äèïÜìïÜéëêìÇç îñÉîïäïñïäêè òäïâ ïâÜ 

HÑêééêèI ìÜïñìè êè ÑÇëäïÇçN oè ïâÜ êïâÜì âÇèÖL äá ïâÜ Éêììêòäèà ÑêèîïìÇäèï äî ÉäèÖäèàL 

ïâÜ éÇìàäèÇç ñïäçäïö êá Ñêèîñéëïäêè ïêÖÇö éÇö ÜôÑÜÜÖ ïâÜ éÇìàäèÇç ÉÜèÜ<ï êá îÇóäèàîZ 

tâÜ âêñîÜâêçÖ òêñçÖ çäåÜ ïê ÉêììêòL Éñï äïGî èêï ÑÇëÇÉçÜ êáN 

/	 fêì àÜèÜìÇç Éêììêòäèà çäéäï at, ïâÜìÜ äî èêïâäèà ïê ÜèîñìÜ ïâÇï ïâÜ eñçÜì ÑêèÖäïäêè 

éñîï ÉÜ îÇïäî<ÜÖ òäïâ ÜíñÇçäïöN fêì ÜôÇéëçÜL äá òÜ âÇÖ îëÜÑä<ÜÖ at D Ñ, äï çäåÜçö ïâÜ 

Éêììêòäèà ÑêèîïìÇäèï òäçç ÉäèÖL ÜîëÜÑäÇççö äá βbüå Rt9 < ü ÇèÖ wt äî çêò Çî ÑêéëÇìÜÖ ïê 

äïî çêèàMìñè éÜÇèN bñï äá at äî ïâÜ èÇïñìÇç Éêììêòäèà çäéäïL ÇèÖ ïâÜ ñïäçäïö îÇïäî<Üî ïâÜ 

ièÇÖÇ ÑêèÖäïäêè Uc →∞  Çî c → Ñ, ïâÜè Ç îäéëçÜ ÇìàñéÜèï ÜèîñìÜî ïâÇï ïâÜ Éêììêòäèà 

ÑêèîïìÇäèï ÑÇè èÜóÜì ÉäèÖZ sñëëêîÜ ïâÇï atåü D atåü . tâÜè cjτ D zτ
j D Ñ  áêì Ççç τ ≥ t, 

äéëçöäèà Ucbc
j
tåü, zt

j 
åü9 D  ∞ ÇèÖ ïâÜìÜáêìÜ èÜÑÜîîÇìäçö Ucbct

j , zt
j 9 < βÇü å RtçUcbct

j , zt
j 9, 

ñèçÜîî cjt D Ñ  òâäÑâ òêñçÖ ÉÜ êëïäéÇç êèçö äá at D at . tâÜìÜáêìÜL ñèçÜîî aÑ D aÑ ïê îïÇìï 

òäïâL ïâÜ Éêììêòäèà òâäÑâ òêñçÖ ÑêèïìÇÖäÑï ïâÜ eñçÜì ÑêèÖäïäêèN tâÜìÜáêìÜL at > at Çï 

Ççç ÖÇïÜîL ÇèÖ ïâÜ eñçÜì ÑêèÖäïäêè äî îÇïäî<ÜÖ òäïâ ÜíñÇçäïöZ 

UW 



/ mêìÜêóÜìL äá ïâÜ Éêììêòäèà ÑêèîïìÇäèï èÜóÜì ÉäèÖîL äïÜìÇïäèà λjt D β Çü å Rtç λ
j
tåü äéëçäÜî 

βtλjt D qtλ
j . Ñ 

wÜ ÑÇè ïâÜìÜáêìÜ ìÜòìäïÜ ïâÜ ïìÇèîóÜìîÇçäïö Çî 

G-Q βtλt
j ajtåü D G-Q βtλjt atåü D λj Ñ G-Q qtatåü 

t→∞ t→∞ t→∞ 

bñï èêïÜ ïâÇï 
∞x 

qtatåü D qτ wτ 
τ Dt 

ÇèÖ 
p

τ 
∞ 
DÑ qτ wτ < ∞ äéëçäÜî 

p
τ 
∞ 
Dt qτ wτ D Ñ. tâÜìÜáêìÜL ïâÜ ïìÇèîóÜìîÇçäïö ÑêèÖäïäêè 

ìÜÖñÑÜî ïê 

G-Q βtλt
j ajtåü D Ñ  

t→∞ 

eíñäóÇçÜèïçöL 

G-Q βtUcbct
j , zt

j 9ajtåü D Ñ. 
t→∞ 

/ iï äî ñîÜáñç ïê ìÜîïÇïÜ ïâÜ âêñîÜâêçÖ ëìêÉçÜé äè Ç 0îïÇïäÑ1 áêìéÇï HïâÇïGî ÜîîÜèïäÇççö 

Çîîñéäèà ÑêéëçÜïÜ aììêòMdÜÉìÜñ éÇìåÜïîIN aî çêèà Çî ïâÜ Éêììêòäèà ÑêèîïìÇäèï ÖêÜî 

èêï ÉäèÖ ÇèÖ ïâÜ ièÇÖÇ ÑêèÖäïäêèî âêçÖL òÜ ÑÇè ìÜòìäïÜ ïâÜ âêñîÜâêçÖ ëìêÉçÜé Çî 

∞x 
Q]= βtU bct

j , zt
j 9 

tDÑ 
∞ ∞x x 

s.t. qt ! ctj å qtwt ! ztj ≤ x 
tDÑ tDÑ 

òâÜìÜ 
∞x 

x ≡ qÑbü å RÑ9aÑ å qtwt < ∞. 
tDÑ 

UX 
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tâÜ ÑêèîïìÇäèï áêççêòî Éö äèïÜàìÇïäèà ïâÜ ëÜìMëÜìäêÖ ÉñÖàÜïî áêì Ççç t ≥ Ñ ÇèÖ äî ÑÇççÜÖ 

ïâÜ äèïÜìïÜéëêìÇç ÉñÖàÜï ÑêèîïìÇäèïN nêïÜ ïâÇïL Éö ÇîîñéëïäêèL 

∞ ∞x x 
qt < ∞ ÇèÖ qtwt < ∞, 

tDÑ tDÑ 

òâäÑâ ÜèîñìÜî ïâÇï ïâÜ îÜï êá áÜÇîäÉçÜ ácjt , ztj à∞ 
tDÑ äî ÑêéëÇÑïN tâÜ focî àäóÜ 

βtUcbct
j , zt

j 9 D  µqt, 

βtUz bct
j , zt

j 9 D  µqtwt, 

òâÜìÜ µ >  Ñ äî lÇàìÇèàÜ éñçïäëçäÜì ÇîîêÑäÇïÜÖ ïê ïâÜ äèïÜìïÜìéëêìÇç ÉñÖàÜïN yêñ ÑÇè 

ÑâÜÑå ïâÇï ïâÜîÜ ÑêèÖäïäêèî ÑêäèÑäÖÜ òäïâ ïâÜ êèÜ ÖÜìäóÜÖ ÉÜáêìÜN 

/	 fäèÇççöL èêïÜ ïâÇï ïâÜ êÉãÜÑïäóÜ äî îïìäÑïçö ÑêèÑÇóÜ ÇèÖ ïâÜ ÑêèîïìÇäèï äî çäèÜÇìN tâÜìÜM 

áêìÜL ïâÜ focî ïêàÜïâÜì òäïâ ïâÜ ïìÇèîóÜìîÇçäïö ÇìÜ Éêïâ èÜÑÜîîÇìö ÇèÖ îñffiÑäÜèïN wÜ 

ÑêèÑçñÖÜZ 

pìêëêîäïäêè QS sñëëêîÜ ïâÜ ëìäÑÜ îÜíñÜèÑÜ áRt, rt, wtà∞ 
tDÑ îÇïäî<Üî Rt D rt − δ áêì Ççç t, 

tDÑ qt < ∞, ÇèÖ 
p∞ 

t à∞
p∞ 

tDÑ qtwt < ∞, .  tâÜ ëçÇè áctj , ltj , aj tDÑ îêçóÜî ïâÜ äèÖäóäÖñÇç âêñîÜâêçÖGî 

ëìêÉçÜé äá ÇèÖ êèçö äá 

Uz bct
j , zt

j 9 
D wt, 

Ucbct
j , zt

j 9 

Ucbct
j , zt

j 9 

βUcbct
j 
åü, zt

j 
åü9 

D ü å Rt, 

cjt å at
j 
åü D bü å Rt9at

j å wtlt
j , 

áêì Ççç t ≥ Ñ, ÇèÖ 

aj Ñ > Ñ àäóÜèL ÇèÖ	 G-Q βtUcbct
j , zt

j 9ajtåü D Ñ. 
t→∞ 

gäóÜè áaj tDü, Çè êëïäéÇç ëêìïáêçäê äî Çèö áktj , bjt à∞ 
t à∞ 

tDü îñÑâ ïâÇï kt
j ≥ Ñ ÇèÖ bjt D at

j − kt
j N 

UY 



/	 rÜéÇìåZ fêì Ç éêìÜ ÑÇìÜáñç ÖäîÑñîîäêè êè ïâÜ èÜÑÜîîäïö ÇèÖ îñffiÑäÜèÑö êá ïâÜ focî 

ÇèÖ ïâÜ ïìÇèîóÜìîÇçäïö ÑêèÖäïäêèL ÑâÜÑå sïêåÜö ÇèÖ lñÑÇîN 

SNRNR fäìéî 

/	 tâÜìÜ äî Çè ÇìÉäïìÇìö èñéÉÜì Mt êá <ìéî äè ëÜìäêÖ t, äèÖÜôÜÖ Éö m ∈ ÇÑ,Mtç. fäìéî 

Üéëçêö çÇÉêì ÇèÖ ìÜèï ÑÇëäïÇç äè ÑêéëÜïäïäóÜ çÇÉêì ÇèÖ ÑÇëäïÇç éÇìåÜïîL âÇóÜ ÇÑÑÜîî 

ïê ïâÜ îÇéÜ èÜêÑçÇîîäÑÇç ïÜÑâèêçêàöL ÇèÖ ëìêÖñÑÜ Ç âêéêàÜèÜêñî àêêÖ ïâÇï ïâÜö îÜçç 

ÑêéëÜïäïäóÜçö ïê ïâÜ âêñîÜâêçÖî äè ïâÜ ÜÑêèêéöN 

/	 lÜï Kt
m ÇèÖ Lmt ÖÜèêïÜ ïâÜ Çéêñèï êá ÑÇëäïÇç ÇèÖ çÇÉêì ïâÇï <ìé m Üéëçêöî äè ëÜìäêÖ 

t. tâÜèL ïâÜ ëìê<ïî êá ïâÇï <ìé äè ëÜìäêÖ t ÇìÜ àäóÜè Éö 

Πmt D F bKt
m, Lmt 9 − rtKt

m − wtL
m
t . 

/ tâÜ <ìéî îÜÜåî ïê éÇôäéäõÜ ëìê<ïîN tâÜ focî áêì Çè äèïÜìäêì îêçñïäêè ìÜíñäìÜ 

FK bKt
m, Lmt 9 D  rt . 

FLbKt
m, Lmt 9 D  wt . 

yêñ ÑÇè ïâäèå êá ïâÜ <ìîï ÑêèÖäïäêè Çî ïâÜ <ìéGî ÖÜéÇèÖ áêì çÇÉêì ÇèÖ ïâÜ îÜÑêèÖ 

ÑêèÖäïäêè Çî ïâÜ <ìéGî ÖÜéÇèÖ áêì ÑÇëäïÇçN 

/	 aî òÜ îâêòÜÖ ÉÜáêìÜ äè ïâÜ sêçêò éêÖÜçL ñèÖÜì crsL Çè äèïÜìäêì îêçñïäêè ïê ïâÜ <ìéîG 

ëìêÉçÜé ïê Üôäîï äá ÇèÖ êèçö äá rt ÇèÖ wt äéëçö ïâÜ îÇéÜ Kt
m/Lmt . tâäî äî ïâÜ ÑÇîÜ äá


ÇèÖ êèçö äá ïâÜìÜ äî îêéÜ Xt ∈ bÑ, ∞9 îñÑâ ïâÇï 

rt D f ;bXt9 

wt D f bXt9 − f ;bXt9Xt 

VP 
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òâÜìÜ f bk9 ≡ F bk, ü9. pìêóäÖÜÖ îêL <ìé ëìê<ïî ÇìÜ õÜìê 

Πm D Ñt 

ÇèÖ ïâÜ focî ìÜÖñÑÜ ïê 

Kt
m D XtL

m
t . 

tâÇï äîL ïâÜ focî ëäè Öêòè ïâÜ ÑÇëäïÇç çÇÉêì ìÇïäê áêì ÜÇÑâ <ìé bKt
m/Lmt 9L Éñï èêï ïâÜ 

îäõÜ êá ïâÜ <ìé bLmt 9N mêìÜêóÜìL ÉÜÑÇñîÜ Ççç <ìéî âÇóÜ ÇÑÑÜîî ïê ïâÜ îÇéÜ ïÜÑâèêçêàöL 

ïâÜö ñîÜ ÜôÇÑïçö ïâÜ îÇéÜ ÑÇëäïÇçMçÇÉêì ìÇïäêN HsÜÜ êñì ÜÇìçäÜì ÇèÇçöîäî äè ïâÜ sêçêò 

éêÖÜç áêì éêìÜ ÖÜïÇäçîNI 

SNRNS mÇìåÜï cçÜÇìäèà 

/	 tâÜìÜ äî èê ÜôêàÜèêñî ÇààìÜàÇïÜ îñëëçö êá ìäîåçÜîî ÉêèÖîN tâÜìÜáêìÜL ïâÜ ÉêèÖ éÇìåÜï 

ÑçÜÇìî äá ÇèÖ êèçö äá z Lt 
Ñ D  bt

j dj. 
Ñ 

/ tâÜ ÑÇëäïÇç éÇìåÜï ÑçÜÇìî äá ÇèÖ êèçö äá z Mt 
z ü 

Kt
mdm D kt

j dj 
Ñ Ñ 

eíñäóÇçÜèïçöL z Mt 

Kt
mdm D kt 

Ñ r üòâÜìÜ kt D Kt ≡ 
Ñ kt

j dj äî ïâÜ ÇààìÜàÇïÜ ÇèÖ ëÜìMâÜÇÖ îñëëçö êá ÑÇëäïÇç äè ïâÜ ÜÑêèêéöN 

/ tâÜ çÇÉêì éÇìåÜïL êè ïâÜ êïâÜì âÇèÖL ÑçÜÇìî äá ÇèÖ êèçö äá z Mt 
z Lt 

Lmt dm D lt
j dj 

Ñ Ñ 

VQ




eíñäóÇçÜèïçöL z Mt 

Ñ 
Lmt dm D lt 

òâÜìÜ lt D Lt ≡ 
r 
Ñ 
Lt lt

j dj äî ïâÜ ÇààìÜàÇïÜ ÇèÖ ëÜìMâÜÇÖ îñëëçö êá çÇÉêì áêìÑÜ äè ïâÜ 

ÜÑêèêéöN 

SNRNT gÜèÜìÇç eíñäçäÉìäñéZ dÜ<èäïäêè 

/ tâÜ ÖÜ<èäïäêè êá Ç àÜèÜìÇç ÜíñäçäÉìäñé äî íñäïÜ èÇïñìÇçZ 

dÜ<èäïäêè QT aè ÜíñäçäÉìäñé êá ïâÜ ÜÑêèêéö äî Çè ÇççêÑÇïäêè ábctj , ltj , ktj åü, btj åü 9j∈ÇÑ,Ltç, bKt
m, Lmt 9m∈ÇÑ,Mtçà∞ 

tD 

ÇèÖ Ç ëìäÑÜ ëÇïâ áRt, rt, wtà∞ 
tDÑ îñÑâ ïâÇï 

HäI gäóÜè áRt, rt, wtà∞ 
tDÑL ïâÜ ëÇïâ áctj , ltj , ktj åü, bjtåüà éÇôäéäõÜî ïâÜ ñïäçäïö êá êá âêñîÜâêçÖ 

jL áêì ÜóÜìö j. 

HääI gäóÜè brt, wt9, ïâÜ ëÇäì bKt
m, Lmt 9 éÇôäéäõÜî <ìé ëìê<ïîL áêì ÜóÜìö m ÇèÖ t. 

HäääI tâÜ ÉêèÖL ÑÇëäïÇç ÇèÖ çÇÉêì éÇìåÜïî ÑçÜÇì äè ÜóÜìö ëÜìäêÖ 

/	 rÜéÇìåZ iè ïâÜ ÇÉêóÜ ÖÜ<èäïäêè òÜ îñìëÇîîÜÖ ïâÜ ÖäîïìäÉñïäêè êá <ìé ëìê<ïî Hêì ïâÜ 

îïêÑå éÇìåÜïIN aî òÜ ÜôëçÇäèÜÖ ÉÜáêìÜ äè ïâÜ sêçêò éêÖÜçL ïâäî äî òäïâêñï Çèö îÜìäêñî 

çêîî êá àÜèÜìÇçäïö ÉÜÑÇñîÜ <ìé ëìê<ïî HÇèÖ ïâñî <ìé óÇçñÜI äî õÜìêN 

SNRNU	 gÜèÜìÇç eíñäçäÉìäñéZ eôäîïÜèÑÜL uèäíñÜèÜîîL ÇèÖ câÇìÇÑM 

ïÜìäõÇïäêè 

/	 iè ïâÜ sêçêò éêÖÜçL òÜ âÇÖ îâêòÜÖ ïâÇï ïâÜ ÖÜÑÜèïìÇçäõÜÖ éÇìåÜï ÜÑêèêéö ÇèÖ ïâÜ 

ÑÜèïìÇçäõÜÖ ÖäÑïÇïêìäÇç ÜÑêèêéö òÜìÜ äîêéêìëâäÑN a îäéäçÇì ìÜîñçï ÇëëçäÜî äè ïâÜ rÇéîÜö 

éêÖÜçN tâÜ áêççêòäèà ëìêëêîäïäêè ÑêéÉäèÜî ïâÜ <ìîï ÇèÖ îÜÑêèÖ áñèÖÇéÜèïÇç òÜçáÇìÜ 

ïâÜêìÜéîL Çî ÇëëçäÜÖ äè ïâÜ rÇéîÜö éêÖÜçZ 

VR 
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pìêëêîäïäêè QU tâÜ îÜï êá ÑêéëÜïäïäóÜ ÜíñäçäÉìäñé ÇççêÑÇïäêèî áêì ïâÜ éÇìåÜï ÜÑêèêéö ÑêM 

äèÑäÖÜ òäïâ ïâÜ îÜï êá pÇìÜïê ÇççêÑÇïäêèî áêì ïâÜ îêÑäÇç ëçÇèèÜìN 

pìêêáN i òäçç îåÜïÑâ ïâÜ ëìêêá Çîîñéäèà ïâÇï HÇI äè ïâÜ éÇìåÜï ÜÑêèêéöL kÑ 
j å bj Ñ äî ÜíñÇç 

ÇÑìêîî Ççç jE ÇèÖ HÉI ïâÜ îêÑäÇç ëçÇèèÜì ÜíñÇïÜî ñïäçäïö ÇÑìêîî ÇàÜèïîN fêì ïâÜ éêìÜ àÜèÜìÇç 

ÑÇîÜL òÜ èÜÜÖ ïê ÜôïÜèÖ ïâÜ îêÑäÇç ëçÇèèÜìGî ëìêÉçÜé ïê Çççêò áêì Çè ñèÜíñÇç ÖäîïìäÉñïäêè 

êá Ñêèîñéëïäêè ÇèÖ òÜÇçïâ ÇÑìêîî ÇàÜèïîN tâÜ îÜï êá ÑêéëÜïäïäóÜ ÜíñäçäÉìäñé ÇççêÑÇïäêèî 

ÑêäèÑäÖÜî òäïâ ïâÜ îÜï êá pÇìÜïê êëïäéÇç ÇççêÑÇïäêèîL ÜÇÑâ ÖäffÜìÜèï ÑêéëÜïäïäóÜ ÜíñäçäÉìäñé 

ÇççêÑÇïäêè ÑêììÜîëêèÖäèà ïê Ç ÖäffÜìÜèï îöîïÜé êá pÇìÜïê òÜäàâïî äè ïâÜ ñïäçäïö êá ïâÜ îêÑäÇç 

ëçÇèèÜìN i Ççîê îñìëÇîî ïâÜ ÖÜïÇäçî ÇÉêñï ïâÜ ÉêñèÖÜÖèÜîî êá ëìäÑÜîN fêì Ç éêìÜ ÑÇìÜáñç 

ÇèÇçöîäîL îÜÜ sïêåÜö ÇèÖ lñÑÇîN 

ÇN wÜ <ìîï ÑêèîäÖÜì âêò ïâÜ îêçñïäêè ïê ïâÜ îêÑäÇç ëçÇèèÜìGî ëìêÉçÜé ÑÇè ÉÜ äéëçÜéÜèïÜÖ 

Çî Ç ÑêéëÜïäïäóÜ ÜíñäçäÉìäñéN tâÜ îêÑäÇç ëçÇèèÜìGî êëïäéÇç ëçÇè äî àäóÜè Éö áct, lt, ktà∞ 
tDÑ îñÑâ 

ïâÇï 

Uz bct, ü − lt9 
D FLbkt, lt9, ∀t ≥ Ñ, 

Ucbct, ü − lt9 
Ucbct, ü − lt9 

D βÇü − δ å FK bktåü, ltåü 9ç, ∀t ≥ Ñ,
Ucbctåü, ü − ltåü 9 

ct å ktåü D bü − δ9kt å F bkt, lt9, ∀t ≥ Ñ, 

kÑ > Ñ àäóÜèL ÇèÖ G-Q βtUcbct, ü − lt9ktåü D Ñ. 
t→∞ 

câêêîÜ Ç ëìäÑÜ ëÇïâ áRt, rt, wtà∞ 
tDÑ îñÑâ ïâÇï 

Rt D rt − δ, 

rt D FK bkt, lt9 D  f ;bκt9, 

wt D FLbkt, lt9 D  f bκt9 − f ;bκt9κt, 

VS 



òâÜìÜ κt ≡ kt/lt . tìäóäÇççöL ïâÜîÜ ëìäÑÜî ÜèîñìÜ ïâÇï ïâÜ focî ÇìÜ îÇïäî<ÜÖ áêì ÜóÜìö âêñîÜâêçÖ 

ÇèÖ ÜóÜìö <ìé äá òÜ îÜï cjt D ctL lt
j D lt ÇèÖ Kt

m/Lmt D kt áêì Ççç j ÇèÖ m. nÜôïL òÜ èÜÜÖ ïê 

óÜìäáö ïâÇï ïâÜ ëìêëêîÜÖ ÇççêÑÇïäêè îÇïäî<Üî ïâÜ ÉñÖàÜï ÑêèîïìÇäèïî êá ÜÇÑâ âêñîÜâêçÖN fìêé 

ïâÜ ìÜîêñìÑÜ ÑêèîïìÇäèï êá ïâÜ ÜÑêèêéöL 

ct å ktåü D F bkt, lt9 å bü − δ9kt . 

fìêé crs ÇèÖ ïâÜ focî áêì ïâÜ <ìéîL 

F bkt, lt9 D  rtkt å wtlt . 

cêéÉäèäèàL òÜ àÜï 

ct å ktåü D bü − δ å rt9kt å wtlt . 

aî çêèà Çî cjt D ct, lt
j D lt, ÇèÖ ajt D kt

j å bjt D kt áêì Ççç j, t, ÇèÖ Rt D rt − δ áêì Ççç t, äï áêççêòî 

ïâÇï 

cjt å kt
j 
åü å bt

j 
åü D bü − δ å rt9kt

j å bü å  Rt9bt
j å wtlt

j , 

òâäÑâ ëìêóÜî ïâÇï ïâÜ ÉñÖàÜï ÑêèîïìÇäèï äî îÇïäî<ÜÖ áêì ÜóÜìö j, t. fäèÇççöL äï äî ïìäóäÇç ïê ïâÇï 

ïâÜ ëìêëêîÜÖ ÇççêÑÇïäêèî ÑçÜÇì ïâÜ ÉêèÖL ÑÇëäïÇçL ÇèÖ çÇÉêì éÇìåÜïîN 

ÉN wÜ èÜôï ÑêèîäÖÜì ïâÜ ÑêèóÜìîÜL âêò Ç ÑêéëÜïäïäóÜ ÜíñäçäÉìäñé ÑêäèÑäÖÜî òäïâ ïâÜ 

pÇìÜïê îêçñïäêèN bÜÑÇñîÜ ÇàÜèïî âÇóÜ ïâÜ îÇéÜ ëìÜáÜìÜèÑÜîL áÇÑÜ ïâÜ îÇéÜ ëìäÑÜîL ÇèÖ ÇìÜ 

ÜèÖêòÜÖ òäïâ äÖÜèïäÑÇç çÜóÜç êá äèäïäÇç òÜÇçïâL ÇèÖ ÉÜÑÇñîÜ ïâÜ îêçñïäêè ïê ïâÜ äèÖäóäÖñÇçGî 

ëìêÉçÜé äî ÜîîÜèïäÇççö ñèäíñÜ HòâÜìÜ ÜîîÜèïäÇççö éÜÇèî ñèäíñÜ òäïâ ìÜîëÜÑï ïê ct
j , lt

j , ÇèÖ 

ajt D kt
j å bjt Éñï äèÖÜïÜìéäèÇïÜ òäïâ ìÜîëÜÑï ïê ïâÜ ëêìïáêçäê ÑâêäÑÜ ÉÜïòÜÜè kt

j ÇèÖ bt
j 9, ÜóÜìö 

ÇàÜèï ëäÑåî ïâÜ îÇéÜ ÇççêÑÇïäêèîZ cjt D ct, lt
j D lt ÇèÖ ajt D at áêì Ççç j, t. bö ïâÜ focî ïê ïâÜ 

VT 
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äèÖäóäÖñÇçGî ëìêÉçÜéL äï áêççêòî ïâÇï áct, lt, atà∞ 
tDÑ îÇïäî<Üî 

Uz bct, ü − lt9 
D wt, ∀t ≥ Ñ,

Ucbct, ü − lt9 
Ucbct, ü − lt9 

D βÇü − δ å rtç, ∀t ≥ Ñ,
Ucbctåü, ü − ltåü9 

ct å atåü D bü − δ å rt9at å wtlt, ∀t ≥ Ñ, 

aÑ > Ñ àäóÜèL ÇèÖ G-Q βtUcbct, ü − lt9atåü D Ñ. 
t→∞ 

fìêé ïâÜ éÇìåÜï ÑçÜÇìäèà ÑêèÖäïäêèî áêì ïâÜ ÑÇëäïÇç ÇèÖ ÉêèÖ éÇìåÜïîL ïâÜ ÇààìÜàÇïÜ îñëëçö 

êá ÉêèÖî äî õÜìê ÇèÖ ïâñî 

at D kt . 

nÜôïL Éö ïâÜ focî áêì ïâÜ <ìéîL 

rt D FK bkt, lt9 

wt D FLbkt, lt9 

ÇèÖ Éö crs 

rtkt å wtlt D F bkt, lt9 

cêéÉäèäèà ïâÜ ÇÉêóÜ òäïâ ïâÜ 0ìÜëìÜîÜèïÇïäóÜ1 ÉñÖàÜï ÑêèîïìÇäèïî àäóÜî 

ct å ktåü D F bkt, lt9 å bü − δ9kt, ∀t ≥ Ñ, 

òâäÑâ äî îäéëçö ïâÜ ìÜîêñìÑÜ ÑêèîïìÇäèï êá ïâÜ ÜÑêèêéöN fäèÇççöL aÑ D kÑ, ÇèÖ G-Qt→∞ β
tUcbct, ü− 

lt9atåü D Ñ  òäïâ atåü D ktåü ìÜÖñÑÜî ïâÜ îêÑäÇç ëçÇèèÜìGî ïìÇèîóÜìîÇçäïö ÑêèÖäïäêèN tâäî ÑêèM 

ÑçñÖÜî ïâÜ ëìêêá ïâÇï ïâÜ ÑêéëÜïäïäóÜ ÜíñäçäÉìäñé ÑêäèÑäÖÜî òäïâ ïâÜ îêÑäÇç ëçÇèèÜìGî êëïäéÇç 

ëçÇèN qed 

/ fêççêòäèà ïâÜ ÇÉêóÜL òÜ âÇóÜZ 

VU 



pìêëêîäïäêè QV aè ÜíñäçäÉìäñé ÇçòÇöî ÜôäîïîN tâÜ ÇççêÑÇïäêè êá ëìêÖñÑïäêè ÇÑìêîî <ìéî 

äî äèÖÜïÜìéäèÇïÜL ÇèÖ ïâÜ ëêìïáêçäê ÑâêäÑÜ êá ÜÇÑâ âêñîÜâêçÖ äî Ççîê äèÖÜïÜìéäèÇïÜL Éñï ïâÜ 

ÜíñäçäÉìäñé äî ñèäíñÜ Çî ìÜàÇìÖî ëìäÑÜîL ÇààìÜàÇïÜ ÇççêÑÇïäêèîL ÇèÖ ïâÜ ÖäîïìäÉñïäêè êá ÑêèM 

îñéëïäêèL çÇÉêì ÇèÖ òÜÇçïâ ÇÑìêîî âêñîÜâêçÖîN iá äèäïäÇç òÜÇçïâ kÑ 
j å bj äî ÜíñÇç ÇÑìêîî ÇççÑ 

ÇàÜèï jL ïâÜè cjt D ct, lt
j D lt ÇèÖ kt

j å bjt D kt áêì Ççç j. tâÜ ÜíñäçäÉìäñé äî ïâÜè àäóÜè Éö Çè 

ÇççêÑÇïäêè áct, lt, ktà∞ 
tDÑ îñÑâ ïâÇïL áêì Ççç t ≥ Ñ, 

Uz bct, ü − lt9 
D FLbkt, lt9, 

Ucbct, ü − lt9 
Ucbct, ü − lt9 

D βÇü − δ å FK bktåü, ltåü9ç,
Ucbctåü, ü − ltåü9 

ktåü D F bkt, lt9 å  bü − δ9kt − ct, 

ÇèÖ îñÑâ ïâÇï 

kÑ > Ñ àäóÜèL ÇèÖ G-Q βtUcbct, ü − lt9ktåü D Ñ. 
t→∞ 

fäèÇççöL ÜíñäçäÉìäñé ëìäÑÜî ÇìÜ àäóÜè Éö 

Rt D Rbkt9 ≡ f ;bkt9 − δ, 

rt D rbkt9 ≡ f ;bkt9, 

wt D wbkt9 ≡ f bkt9 − f ;bkt9kt, 

òâÜìÜ R;bk9 D  r;bk9 < Ñ < w;bk9. 

pìêêáN tâÜ ÑâÇìÇÑïÜìäõÇïäêè êá ïâÜ ÜíñäçäÉìäñé áêççêòî áìêé êñì ëìÜóäêñî ÇèÇçöîäîN eôäîïÜèÑÜ 

ÇèÖ ñèäíñÜèÜîî êá ïâÜ ÜíñäçäÉìäñé áêççêò ÖäìÜÑïçö áìêé ÜôäîïÜèÑÜ ÇèÖ ñèäíñÜèÜîî êá ïâÜ îêÑäÇç 

ëçÇèèÜìGî êëïäéñéL àäóÜè ïâÜ ÑêäèÑäÖÜèÑÜ êá ÑêéëÜïäïäóÜ ÇèÖ pÇìÜïê ÇççêÑÇïäêèîN sÜÜ sïêåÜö 

ÇèÖ lñÑÇî áêì éêìÜ ÖÜïÇäçîN qed 

VV 
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SNS sïÜÇÖö sïÇïÜ ÇèÖ tìÇèîäïäêèÇç döèÇéäÑî 

SNSNQ sïÜÇÖö sïÇïÜ 

/	 a îïÜÇÖö îïÇïÜ äî Ç <ôÜÖ ëêäèï bc, l, k9 êá ïâÜ ÖöèÇéäÑ îöîïÜéN a ïìäóäÇç îïÜÇÖö îïÇïÜ äî 

Çï c D l D k D Ñ. wÜ èêò ÑêèîäÖÜì äèïÜìäêì îïÜÇÖö îïÇïÜîN 

pìêëêîäïäêè QW tâÜìÜ Üôäîïî Ç ñèäíñÜ îïÜÇÖö îïÇïÜ bc∗, l∗, k∗9 > Ñ. tâÜ îïÜÇÖöMîïÇïÜ óÇçñÜî 

êá ïâÜ ÑÇëäïÇçMçÇÉêì ìÇïäêL ïâÜ ëìêÖñÑïäóäïö êá çÇÉêìL ïâÜ êñïëñïMÑÇëäïÇç ìÇïäêL ïâÜ ÑêèîñéëïäêèM 

ÑÇëäïÇç ìÇïäêL ïâÜ òÇàÜ ìÇïÜL ïâÜ ìÜèïÇç ìÇïÜ êá ÑÇëäïÇçL ÇèÖ ïâÜ äèïÜìÜîï ìÇïÜ ÇìÜ Ççç äèÖÜëÜèÖÜèï 

êá ïâÜ ñïäçäïö áñèÑïäêè U ÇèÖ ÇìÜ ëäèèÜÖ Öêòè ñèäíñÜçö Éö ïâÜ ïÜÑâèêçêàö F L ïâÜ ÖÜëìÜÑäÇïäêè 

ìÇïÜ δL ÇèÖ ïâÜ ÖäîÑêñèï ìÇïÜ ρ. iè ëÇìïäÑñçÇìL ïâÜ ÑÇëäïÇçMçÇÉêì ìÇïäê κ∗ ≡ k∗/l∗ ÜíñÇïÜî ïâÜ 

èÜïMêáMÖÜëìÜÑäÇïäêè mpk òäïâ ïâÜ ÖäîÑêñèï ìÇïÜL 

f ;bκ∗ 9 − δ D ρ, 

ÇèÖ äî Ç ÖÜÑìÜÇîäèà áñèÑïäêè êá ρ å δ, òâÜìÜ ρ ≡ ü/β − ü. säéäçÇìçöL 

R∗ D ρ, r∗ D ρ å δ, 

w∗ D FLbκ
∗, ü9 D 

Uz bc
∗, ü − l∗9 

,
Ucbc∗, ü − l∗9 

y∗ 

D f bκ∗ 9,
y∗ 

D φbκ∗ 9,
c∗ 

D 
y∗ 

− δ,
l∗ k∗ k∗ k∗ 

òâÜìÜ f bκ9 ≡ F bκ, ü9 ÇèÖ φbκ9 ≡ f bκ9/κ. 

pìêêáN bc∗, l∗, k∗9 éñîï îêçóÜ 

Uz bc
∗, ü − l∗9

D FLbk
∗, l∗ 9,

Ucbc∗, ü − l∗9 

ü D  βÇü − δ å FK bk
∗, l∗ 9ç, 

c∗ D F bk∗, l∗ 9 − δk∗, 

VW 



lÜï κ ≡ k/l ÖÜèêïÜ ïâÜ ÑÇëäïÇçMçÇÉêì ìÇïäê Çï ïâÜ îïÜÇÖ îïÇïÜN bö crsL 

F bk, l9 D  lf bκ9 

FK bk, l9 D  f ;bκ9 

FLbk, l9 D  f bκ9 − f ;bκ9κ 
F bk, l9 

D φbκ9 
k 

òâÜìÜ f bκ9 ≡ F bκ, ü9 ÇèÖ φbκ9 ≡ f bκ9/κ. tâÜ eñçÜì ÑêèÖäïäêè ïâÜè ìÜÖñÑÜî ïê 

ü D  βÇü − δ å f ;bκ∗ 9ç 

tâÇï äîL ïâÜ ÑÇëäïÇçMçÇÉêì ìÇïäê äî ëäèèÜÖ Öêòè ñèäíñÜçö Éö ïâÜ ÜíñÇïäêè êá ïâÜ mpkL èÜï êá 

ÖÜëìÜÑäÇïäêèL òäïâ ïâÜ ÖäîÑêñèï ìÇïÜ 

f ;bκ∗ 9 − δ D ρ 

òâÜìÜ ρ ≡ ü/β − ü êìL ÜíñäóÇçÜèïçöL β ≡ ü/bü å ρ9. tâÜ àìêîî ìÜèïÇç ìÇïÜ êá ÑÇëäïÇç ÇèÖ ïâÜ 

èÜï äèïÜìÜîï ìÇïÜ ÇìÜ ïâñî 

r∗ D ρ å δ ÇèÖ R∗ D ρ, 

òâäçÜ ïâÜ òÇàÜ ìÇïÜ äî 

w∗ D FLdbκ
∗, ü9 

tâÜ ÇóÜìÇàÜ ëìêÖñÑï êá çÇÉêì ÇèÖ ïâÜ ÇóÜìÇàÜ ëìêÖñÑï êá ÑÇëäïÇç ÇìÜ àäóÜè Éö 

y∗ 

l∗ 
D f bκ∗ 9 ÇèÖ 

y∗ 

D φbκ∗ 9,
k∗ 

òâäçÜL Éö ïâÜ ìÜîêñìÑÜ ÑêèîïìÇäèïL ïâÜ ÑêèîñéëïäêèMÑÇëäïÇç ìÇïäê äî àäóÜè Éö 

c∗ 

D φbκ∗ 9 − δ D 
y∗ 

− δ. 
k∗ k∗ 

tâÜ ÑêéëÇìÇïäóÜ îïÇïäÑî ÇìÜ ïâÜè ïìäóäÇçN qed 

VX 
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SNSNR tìÇèîäïäêèÇç döèÇéäÑî 

/ cêèîäÖÜì ïâÜ ÑêèÖäïäêè ïâÇï ÖÜïÜìéäèÜÖ çÇÉêì îñëëçöZ 

Uz bct, ü − lt9 
D FLbkt, lt9. 

Ucbct, ü − lt9 

wÜ ÑÇè îêçóÜ ïâäî áêì lt Çî Ç áñèÑïäêè êá ÑêèïÜéëêìÇèÜêñî Ñêèîñéëïäêè ÇèÖ ÑÇëäïÇçZ 

lt D lbct, kt9. 

sñÉîïäïñïäèà ïâÜè äèïê ïâÜ eñçÜì ÑêèÖäïäêè ÇèÖ ïâÜ ìÜîêñìÑÜ ÑêèîïìÇäèïL òÜ ÑêèÑçñÖÜZ 

Ucbct, ü − lbct, kt99 
D βÇü − δ å FK bktåü, lbctåü, ktåü99ç

Ucbct, ü − lbct, kt99 
ktåü D F bkt, lbct, kt99 å bü − δ9kt − ct 

tâäî äî Ç îöîïÜé êá ïòê <ìîïMêìÖÜì ÖäffÜìÜèÑÜ ÜíñÇïäêè äè ct ÇèÖ kt . têàÜïâÜì òäïâ ïâÜ 

äèäïäÇç ÑêèÖäïäêè bkÑ àäóÜèI ÇèÖ ïâÜ ïìÇèîóÜìîÇçäïö ÑêèÖäïäêèL ïâäî îöîïÜé ëäèî Öêòè ïâÜ 

ëÇïâ êá áct, ktà∞ . tDÑ 

SNT tâÜ nÜêÑçÇîîäÑÇç gìêòïâ mêÖÜç òäïâ eôêàÜèêñî 

lÇÉêì 

SNTNQ sïÜÇÖö sïÇïÜ ÇèÖ tìÇèîäïäêèÇç döèÇéäÑî 

/ sñëëêîÜ ïâÇï çÜäîñìÜ äî èêï óÇçñÜÖL êì ïâÇï ïâÜ çÇÉêì îñëëçö äî Üôêàêñîçö <ôÜÖN eäïâÜì 

òÇöL çÜï lt D ü  áêì Ççç t. sñëëêîÜ áñìïâÜì ïâÇï ëìÜáÜìÜèÑÜî ÜôâäÉäï ÑêèîïÇèï ÜçÇîïäÑäïö êá 

äèïÜìïÜéëêìÇç îñÉîïäïñïäêèZ 
cü−ü/θ − ü

U bc9 D  , 
ü − ü/θ 

VY 



θ >  Ñ äî ìÜÑäëìêÑÇç êá ïâÜ ÜçÇîïäÑäïö êá ïâÜ éÇìàäèÇç ñïäçäïö êá Ñêèîñéëïäêè ÇèÖ äî ÑÇççÜÖ 

ïâÜ ÜçÇîïäÑäïö êá äèïÜìïÜéëêìÇç îñÉîïäïñïäêèN uèÖÜì ïâÜîÜ ìÜîïìäÑïäêèîL ïâÜ ÖöèÇéäÑî 

ìÜÖñÑÜ ïê 2 3θ
ctåü 

D βÇü å f ;bktåü9 − δç D  βÇü å Rtç,
ct 

ktåü D f bkt9 å bü − δ9kt − ct . 

/	 fäèÇççöL òÜ åèêò ïâÇï ïâÜ ïìÇèîóÜìîÇçäïö ÑêèÖäïäêè äî îÇïäî<ÜÖ äá ÇèÖ êèçö äá ïâÜ ëÇïâ 

ÑêèóÜìàÜî ïê ïâÜ îïÜÇÖö îïÇïÜL ÇèÖ òÜ ÑÇè Ççîê îê ïâÇï ïâÜ ÑÇëäïÇç îïêÑå ÑêèóÜìàÜî 

éêèêïêèäÑÇççö ïê äïî îïÜÇÖö îïÇïÜ óÇçñÜN wÜ ÑêèÑçñÖÜZ 

pìêëêîäïäêè QX sñëëêîÜ ïâÇï çÇÉêì äî ÜôêàÜèêñîçö <ôÜÖ ÇèÖ ëìÜáÜìÜèÑÜî ÜôâäÉäï ceisN tâÜ 

ëÇïâ áct, ktà∞ 
tDÑ äî ïâÜ ÜíñäçäÉìäñé ëÇïâ êá ïâÜ ÜÑêèêéö HÇèÖ ïâÜ îêçñïäêè ïê ïâÜ îêÑäÇç ëçÇèèÜìGî 

ëìêÉçÜéI äá ÇèÖ êèçö äá 

ctåü 
D áβÇü å f ;bktå9 − δçàθ ,

ct 

ktåü D f bkt9 å bü − δ9kt − ct, 

áêì Ççç tL òäïâ 

kÑ àäóÜè ÇèÖ G-Q kt D k∗, 
t→∞ 

òâÜìÜ k∗ äî ïâÜ îïÜÇÖö îïÇïÜ óÇçñÜ êá ÑÇëäïÇçZ 

f ;bk∗ 9 D  ρ å δ 

fêì Çèö äèäïäÇç kÑ < k
∗ bkÑ > k

∗9L ïâÜ ÑÇëäïÇç îïêÑå kt äî äèÑìÜÇîäèà HìÜîëÜÑïäóÜçöL ÖÜÑìÜÇîäèàI 

êóÜì ïäéÜ ÇèÖ ÑêèóÜìàÜî ïê ÇîöéëïêïäÑÇççö ïê k∗. säéäçÇìçöL ïâÜ ìÇïÜ êá ëÜìMÑÇëäïÇ Ñêèîñéëïäêè 

àìêòïâ ctåü/ct äî ëêîäïäóÜ ÇèÖ ÖÜÑìÜÇîäèà HìÜîëÜÑïäóÜçöL èÜàÇïäóÜ ÇèÖ äèÑìÜÇîäèàI êóÜì ïäéÜ ÇèÖ 

ÑêèóÜìàÜî éêèêïêèäÑÇççö ïê Ñ. 

WP 



$
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pìêêáN tâÜ ëêçäÑö ìñçÜ ktåü D Gbkt9 äî äèÑìÜÇîäèàL ÑêèïäèñêñîL ÇèÖ äèïÜìîÜÑïî òäïâ ïâÜ 

Éao êèçö Çï k D Ñ  ÇèÖ k D k∗. sÜÜ lñÑÇî ÇèÖ sïêåÜö áêì ïâÜ ÑêéëçÜïÜ ëìêêáN tâÜ îÇéÜ 

ÇìàñéÜèï Çî äè ïâÜ sêçêò éêÖÜç ïâÜè äéëçäÜî ïâÇï áktà∞ 
tDÑ äî éêèêïêèäÑ ÇèÖ ÑêèóÜìàÜî ïê 

k∗. tâÜ éêèêïêèäÑäïö ÇèÖ ÑêèóÜìàÜèÑÜ êá áctåü/ctà∞ 
tDÑ ïâÜè áêççêòî äééÜÖäÇïÜçö áìêé ïâÜ 

éêèêïêèäÑäïö ÇèÖ ÑêèóÜìàÜèÑÜ êá áktà∞ 
tDÑ ïêàÜïâÜì òäïâ ïâÜ áÇÑï ïâÇï f ;bk9 äî ÖÜÑìÜÇîäèàN 

/ wÜ òäçç îÜÜ ïâÜîÜ ìÜîñçïî Ççîê àìÇëâäÑÇççö äè ïâÜ ëâÇîÜ ÖäÇàìÇéL ÉÜçêòN 

SNTNR cêèïäèñêñî täéÜ 

/	 tÇåäèà çêàî êá ïâÜ eñçÜì ÑêèÖäïäêè ÇèÖ ÇëëìêôäéÇïäèà G\ β D − G\bü å ρ9 ≈ −ρ ÇèÖ 

G\Çü − δ å f ;bkt9ç ≈ f ;bkt9 − δ, òÜ ÑÇè òìäïÜ ïâÜ eñçÜì ÑêèÖäïäêè Çî 

G\ ctåü − G\ ct ≈ θÇf ;bktåü9 − δ − ρç. 

wÜ ÑÇè Ççîê ìÜòìäïÜ ïâÜ ìÜîêñìÑÜ ÑêèîïìÇäèï Çî 

ktåü − kt D f bkt9 − δkt − ct . 

/ tâÜ ÇëëìêôäéÇïäêè ïñìèî êñï ïê ÉÜ ÜôÇÑï òâÜè ïäéÜ äî ÑêèïäèñêñîZ 

pìêëêîäïäêè QY sñëëêîÜ ïâÇï ïäéÜ äî ÑêèïäèñêñîN läåÜ ÉÜáêìÜL ÇîîñéÜ ïâÇï çÇÉêì äî ÜôêàÜM 

èêñîçö <ôÜÖ ÇèÖ ëìÜáÜìÜèÑÜî ÜôâäÉäï ceisN tâÜ ëÇïâ áct, ktàt∈R+ äî ïâÜ ÜíñäçäÉìäñé ëÇïâ êá ïâÜ 

ÜÑêèêéö HÇèÖ ïâÜ îêçñïäêè ïê ïâÜ îêÑäÇç ëçÇèèÜìGî ëìêÉçÜéI äá ÇèÖ êèçö äá 

ct 
D θÇf ;bkt9 − δ − ρç D  θÇRt − ρç,

ct 

k$ t D f bkt9 − δkt − ct, 

áêì Ççç tL òäïâ 

kÑ àäóÜè ÇèÖ G-Q kt D k∗, 
t→∞ 

WQ




$

$

$

$

òâÜìÜ k∗ äî ïâÜ îïÜÇÖö îïÇïÜ óÇçñÜ êá ÑÇëäïÇçZ 

f ;bk∗ 9 D  ρ å δ 

pìêêáN sÜÜ bÇììê ÇèÖ sÇçÇMäMmÇìïäè áêì ÖÜïÇäçîN 

SNTNS pâÇîÜ däÇàìÇé HfäàñìÜ QI 

/	wÜ ÑÇè èêò ñîÜ ïâÜ ëâÇîÜ ÖäÇàìÇé ïê ÖÜîÑìäÉÜ ïâÜ ïìÇèîäïäêèÇç ÖöèÇéäÑî êá ïâÜ ÜÑêèM 

êéöN sÜÜ fäàñìÜ QN 

/ tâÜ k$ D Ñ  çêÑñî äî àäóÜè Éö bc, k9 îñÑâ ïâÇï 

k$ D f bk9 − δk − c D Ñ  ⇔ 

c D f bk9 − δk 

oè ïâÜ êïâÜì âÇèÖL ïâÜ c D Ñ  çêÑñî äî àäóÜè Éö bc, k9 îñÑâ ïâÇï 

c D cθÇf ;bk9 − δ − ρç D Ñ  ⇔ 

k D k∗ 

rÜéÇìåZ oÉóäêñîçöL c D Ñ  Ççîê ÜèîñìÜî c D Ñ, Éñï ïâäî ÑêììÜîëêèÖî ïê ïâÜ ïìäóäÇç ÇèÖ 

ñèîïÇÉçÜ îïÜÇÖö îïÇïÜ c D Ñ D k, îê i òäçç äàèêìÜ äï áêì ïâÜ ìÜîï êá ïâÜ ÖäîÑñîîäêèN 

/ tâÜ îïÜÇÖö îïÇïÜ äî îäéëçö ïâÜ äèïÜìîÜÑïäêè êá ïâÜ ïòê çêÑäZ 

c D k$ D Ñ  ⇔  ¡¡ k D k∗ ≡ bf ;9−übρ å δ9 ¡
êì ác D k D Ñà ¡ c D c∗ ≡ f bk∗9 − δk∗ ¡

WR




$

$ $
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/	 tâÜ c D Ñ  ÇèÖ k$ D Ñ  çêÑä ÇìÜ ÖÜëäÑïÜÖ äè fäàñìÜ QN nêïÜ ïâÇï ïâÜ ïòê çêÑä ëÇìïäïäêè ïâÜ 

bc, k9 îëÇÑÜ äè áêñì ìÜàäêèîN wÜ èêò ÜôÇéäèÜ òâÇï äî ïâÜ ÖäìÜÑïäêè êá ÑâÇèàÜ äè c ÇèÖ 

k äè ÜÇÑâ êá ïâÜîÜ áêñì ìÜàäêèîN 

c. iá Ñ < k < k∗ Çk > k∗ ç, ïâÜè ÇèÖ êèçö ïâÜè $/	 cêèîäÖÜì <ìîï ïâÜ ÖäìÜÑïäêè êá $ c >  Ñ 

Ç $c <  Ñç. tâÇï äîL c äèÑìÜÇîÜî {ÖÜÑìÜÇîÜî} òäïâ ïäéÜ òâÜèÜóÜì bc, k9 çäÜî ïâÜ çÜáï {ìäàâï} êá 

ïâÜ c D Ñ  çêÑñîN tâÜ ÖäìÜÑïäêè êá c äî ìÜëìÜîÜèïÜÖ Éö ïâÜ óÜìïäÑÇç Çììêòî äè fäàñìÜ QN 

/ cêèîäÖÜì èÜôï ïâÜ ÖäìÜÑïäêè êá $k. iá c < f  bk9 − δk Çc > f  bk9 − δkç, ïâÜè ÇèÖ êèçö ïâÜè 

k >  Ñ Ç  $$ k <  Ñç. tâÇï äîL k äèÑìÜÇîÜî {ÖÜÑìÜÇîÜî} òäïâ ïäéÜ òâÜèÜóÜì bc, k9 çäÜî ÉÜçêò 

{ÇÉêóÜ} ïâÜ k$ D Ñ  çêÑñîN tâÜ ÖäìÜÑïäêè êá k$ äî ìÜëìÜîÜèïÜÖ Éö ïâÜ âêìäõêèïÇç Çììêòî äè 

fäàñìÜ QN 

/	wÜ ÑÇè èêò ÖìÇò ïâÜ ïäéÜ ëÇïâ êá ákt, ctà îïÇìïäèà áìêé Çèö ÇìÉäïìÇìö bkÑ, cÑ9, Çî äè 

fäàñìÜ QN nêïÜ ïâÇï ïâÜìÜ ÇìÜ êèçö ïòê îñÑâ ëÇïâî ïâÇï àê ïâìêñàâ ïâÜ îïÜÇÖö îïÇïÜN 

tâÜ êèÜ òäïâ ëêîäïäóÜ îçêëÜ ìÜëìÜîÜèïî ïâÜ îïÇÉçÜ éÇèäáêçÖ êì îÇÖÖçÜ ëÇïâN tâÜ êïâÜì 

ÑêììÜîëêèÖî ïê ïâÜ ñèîïÇÉçÜ éÇèäáêçÖN 

/	 tâÜ ÜíñäçäÉìäñé ëÇïâ êá ïâÜ ÜÑêèêéö áêì Çèö äèäïäÇç kÑ äî àäóÜè Éö ïâÜ îïÇÉçÜ éÇèäáêçÖN 

tâÇï äîL áêì Çèö àäóÜè kÑ, ïâÜ ÜíñäçäÉìäñé cÑ äî ïâÜ êèÜ ïâÇï ëñïî ïâÜ ÜÑêèêéö êè ïâÜ 

îÇÖÖçÜ ëÇïâN 

/	 tê ñèÖÜìîïÇèÖ òâö ïâÜ îÇÖÖçÜ ëÇïâ äî ïâÜ êëïäéÇç ëÇïâ òâÜè ïâÜ âêìäõêè äî äè<èäïÜL 

èêïÜ ïâÜ áêççêòäèàZ 

5	aèö cÑ ïâÇï ëñïî ïâÜ ÜÑêèêéö ÇÉêóÜ ïâÜ îÇÖÖçÜ ëÇïâ çÜÇÖî ïê õÜìê ÑÇëäïÇç ÇèÖ 

õÜìê Ñêèîñéëïäêè äè <èäïÜ ïäéÜL ïâñî óäêçÇïäèà ïâÜ eñçÜì ÑêèÖäïäêè Çï ïâÇï ïäéÜN 

oá ÑêñìîÜL äá ïâÜ âêìäõêè òÇî <èäïÜL îñÑâ Ç ëÇïâ òêñçÖ âÇóÜ ÉÜÜè ïâÜ ÜíñäçäÉìäñé 

WS 



ëÇïâN bñï òäïâ äè<èäïÜ âêìäõêè äï äî ÉÜïïÜì ïê ÑêèîñéÜ çÜîî ÇèÖ äèóÜîï éêìÜ äè 

ëÜìäêÖ ÑL îê Çî ïê èÜóÜì ÉÜ áêìÑÜÖ ïê ÑêèîñéÜ õÜìê Çï <èäïÜ ïäéÜN 

5	oè ïâÜ êïâÜì âÇèÖL Çèö cÑ ïâÇï ëñïî ïâÜ ÜÑêèêéö ÉÜçêò ïâÜ îÇÖÖçÜ ëÇïâ çÜÇÖî 

ïê îê éñÑâ ÑÇëäïÇç ÇÑÑñéñçÇïäêè äè ïâÜ çäéäï ïâÇï ïâÜ ïìÇèîóÜìîÇçäïö ÑêèÖäïäêè 

äî óäêçÇïÜÖN aÑïñÇççöL äè <èäïÜ ïäéÜ ïâÜ ÜÑêèêéö âÇî Ñìêîî ïâÜ àêçÖÜèMìñçÜ ÇèÖ 

òäçç âÜèÑÜáêìïâ ÉÜÑêéÜ ÖöèÇéäÑÇççö äèÜffiÑäÜèïN oèÜ ïâÜ ÜÑêèêéö ìÜÇÑâÜî kgold, 

òâÜìÜ f ;bkgold9 − δ D Ñ, Ñêèïäèñäèà êè ïâÜ ëÇïâ äî ÖêéäèÇïÜÖ Éö Çè ÇçïÜìèÇïäóÜ 

áÜÇîäÉçÜ ëÇïâL èÇéÜçö ïâÇï êá äèóÜîïäèà èêïâäèà äè èÜò ÑÇëäïÇç ÇèÖ Ñêèîñéäèà 

c D f bkgold9 − δkgold ïâÜìÜÇáïÜìN iè êïâÜì òêìÖîL ïâÜ ÜÑêèêéö äî òÇîïäèà ïêê éñÑâ 

ìÜîêñìÑÜî äè äèóÜîïéÜèï ÇèÖ äï òêñçÖ ÉÜïïÜì äèÑìÜÇîÜ ÑêèîñéëïäêèN 

/	 lÜï ïâÜ áñèÑïäêè cbk9 ìÜëìÜîÜèï ïâÜ îÇÖÖçÜ ëÇïâN iè ïÜìéî êá ÖöèÇéäÑ ëìêàìÇééäèàL 

cbk9 äî îäéëçö ïâÜ êëïäéÇç ëêçäÑö ìñçÜ áêì Ñêèîñéëïäêè àäóÜè ÑÇëäïÇç k. eíñäóÇçÜèïçöL 

ïâÜ êëïäéÇç ëêçäÑö ìñçÜ áêì ÑÇëäïÇç ÇÑÑñéñçÇïäêè äî àäóÜè Éö 

k$ D f bk9 − δk − cbk9, 

êì äè ÖäîÑìÜïÜ ïäéÜ 

ktåü ≈ Gbkt9 ≡ f bkt9 å bü − δ9kt − cbkt9. 

/ fäèÇççöL èêïÜ ïâÇïL èê éÇïïÜì òâÇï äî ïâÜ áêìé êá U bc9, öêñ ÑêñçÖ Ççîê òìäïÜ ïâÜ ÖöèÇéäÑî 

äè ïÜìéî êá k ÇèÖ λZ 

λ$ t 
D f ;bkt9 − δ − ρ

λt 
k$ t D f bkt9 − δkt − cbλt9, 

òâÜìÜ cbλ9 îêçóÜî Ucbc9 D  λ, ïâÇï äîL cbλ9 ≡ Uc 
−übλ9. nêïÜ ïâÇï Ucc < Ñ äéëçäÜî c;bλ9 < Ñ. 

aî Çè ÜôÜìÑäîÜL öêñ ÑÇè ÖìÇò ïâÜ ëâÇîÜ ÖäÇàìÇé ÇèÖ ÇèÇçöõÜ ïâÜ ÖöèÇéäÑî äè ïÜìéî êá 

k ÇèÖ λ. 

WT 



$

$
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SNU cêéëÇìÇïäóÜ sïÇïäÑî ÇèÖ iéëñçîÜ rÜîëêèîÜî 

SNUNQ aÖÖäïäóÜ eèÖêòéÜèï HfäàñìÜ RI 

/ sñëëêîÜ ïâÇï ÜÇÑâ âêñîÜâêçÖ ìÜÑÜäóÜî Çè ÜèÖêòéÜèï e >  Ñ áìêé gêÖN tâÜèL ïâÜ 

âêñîÜâêçÖ ÉñÖàÜï äî 

cjt å kt
j 
åü D wt å rtkt

j å bü − δ9kt
j å e 

oëïäéÇç Ñêèîñéëïäêè àìêòïâ äî ïâñî àäóÜè ÇàÇäè Éö 

Ucbc
j
t 9 D βÇü å rtåü − δç

Ucbc
j
tåü9 

òâäÑâ ïêàÜïâÜì òäïâ rt D f ;bkt9 äéëçäÜî 

ctåü 
D áβÇü å f ;bktåü9 − δçàθ 

ct 

oè ïâÜ êïâÜì âÇèÖL ÇÖÖäèà ñë ïâÜ ÉñÖàÜï ÇÑìêîî âêñîÜâêçÖî àäóÜî ïâÜ ìÜîêñìÑÜ ÑêèM 

îïìÇäèï êá ïâÜ ÜÑêèêéö 

ktåü − kt D f bkt9 − δkt − ct å e 

/ wÜ ÑêèÑçñÖÜ ïâÇï ïâÜ ëâÇîÜ ÖäÇàìÇé ÉÜÑêéÜî 

ct 
D θÇf ;bkt9 − δ − ρç,

ct 

k$ t D f bkt9 − δkt − ct å e. 

/ iè ïâÜ îïÜÇÖö îïÇïÜL k∗ äî äèÖÜëÜèÖÜèï êá e ÇèÖ c∗ éêóÜî êèÜ ïê êèÜ òäïâ e. 

/	 cêèîäÖÜì Ç ëÜìéÇèÜèï äèÑìÜÇîÜ äè e Éö ∆eN tâäî çÜÇÖî ïê Ç ëÇìÇççÜç îâäáï äè ïâÜ k$ D Ñ  

çêÑñîL Éñï èê ÑâÇèàÜ äè ïâÜ c D Ñ  çêÑñîN iá ïâÜ ÜÑêèêéö òÇî äèäïäÇççö Çï ïâÜ îïÜÇÖö 

îïÇïÜL ïâÜè k îïÇöî ÑêèîïÇèï ÇèÖ c îäéëçö ãñéëî Éö ÜôÇÑïçö e. oè ïâÜ êïâÜì âÇèÖL äá ïâÜ 

WU 



ÜÑêèêéö òÇî ÉÜçêò ïâÜ îïÜÇÖö îïÇïÜL c òäçç äèäïäÇççö äèÑìÜÇîÜ Éñï Éö çÜîî ïâÇï e, îê ïâÇï 

Éêïâ ïâÜ çÜóÜç ÇèÖ ïâÜ ìÇïÜ êá Ñêèîñéëïäêè àìêòïâ òäçç äèÑìÜÇîÜ Ççêèà ïâÜ ïìÇèîäïäêèN 

sÜÜ fäàñìÜ RN 

SNUNR tÇôÇïäêè ÇèÖ rÜÖäîïìäÉñïäêè HfäàñìÜî S ÇèÖ TI 

/	 sñëëêîÜ ïâÇï çÇÉêì ÇèÖ ÑÇëäïÇç äèÑêéÜ ÇìÜ ïÇôÜÖ Çï Ç =Çï ïÇô ìÇïÜ τ ∈ bÑ, ü9N tâÜ 

àêóÜìèéÜèï ìÜÖäîïìäÉñïÜî ïâÜ ëìêÑÜÜÖî áìêé ïâäî ïÇô ñèäáêìéçö ÇÑìêîî âêñîÜâêçÖîN lÜï 

Tt ÉÜ ïâÜ ïìÇèîáÜì äè ëÜìäêÖ t. tâÜèL ïâÜ âêñîÜâêçÖ ÉñÖàÜï äî 

cjt å kt
j 
åü D bü − τ 9bwt å rtkt

j 9 å bü − δ9kt
j å Tt, 

äéëçöäèà 
Ucbc

j
t 9 D βÇü å bü − τ 9rtåü − δç. 

Ucbc
j
tåü9 

tâÇï äîL ïâÜ ïÇô ìÇïÜ ÖÜÑìÜÇîÜî ïâÜ ëìäóÇïÜ ìÜïñìè ïê äèóÜîïéÜèïN cêéÉäèäèà òäïâ 

rt D f ;bkt9 òÜ äèáÜì 
ctåü 

D áβÇü å bü − τ 9f ;bktåü9 − δçàθ . 
ct 

aÖÖäèà ñë ïâÜ ÉñÖàÜïî ÇÑìêîî âêñîÜâêçÖ àäóÜî 

ct å ktåü D bü − τ 9f bktåü 9 å bü − δ9kt å Tt 

tâÜ àêóÜìèéÜèï ÉñÖàÜï êè ïâÜ êïâÜì âÇèÖ äî 

Tt D τ 
z 

j 
bwt å rtkt

j 9 D  τf  bkt9 

cêéÉäèäèà òÜ àÜï ïâÜ ìÜîêñìÑÜ ÑêèîïìÇäèï êá ïâÜ ÜÑêèêéöZ 

ktåü − kt D f bkt9 − δkt − ct 

oÉîÜìóÜ ïâÇïL êá ÑêñìîÜL ïâÜ ïÇô îÑâÜéÜ ÖêÜî èêï ÇëëÜÇì äè ïâÜ ìÜîêñìÑÜ ÑêèîïìÇäèï êá 

ïâÜ ÜÑêèêéöL áêì äï äî êèçö ìÜÖäîïìäÉñïäóÜ ÇèÖ ÖêÜî èêï ÇÉîêìÉ ìÜîêñìÑÜîN 

WV 



$

$

$
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/ wÜ ÑêèÑçñÖÜ ïâÇï ïâÜ ëâÇîÜ ÖäÇàìÇé ÉÜÑêéÜî 

ct 
D θÇbü − τ 9f ;bkt9 − δ − ρç,

ct 

k$ t D f bkt9 − δkt − ct . 

/ iè ïâÜ îïÜÇÖö îïÇïÜL k∗ ÇèÖ ïâÜìÜáêìÜ c∗ ÇìÜ ÖÜÑìÜÇîäèà áñèÑïäêèî êá τ .  

aN uèÇèïäÑäëÇïÜÖ pÜìéÇèÜèï tÇô cñï 

/	 cêèîäÖÜì Çè ñèÇèïäÑäëÇïÜÖ ëÜìéÇèÜèï ïÇô Ññï ïâÇï äî ÜèÇÑïÜÖ äééÜÖäÇïÜçöN tâÜ k$ D Ñ  

çêÑñî ÖêÜî èêï ÑâÇèàÜL Éñï ïâÜ c D Ñ  çêÑñî îâäáïî ìäàâïN tâÜ îÇÖÖçÜ ëÇïâ ïâñî îâäáïî 

ìäàâïN sÜÜ fäàñìÜ SN 

/	 a ëÜìéÇèÜèï ïÇô Ññï çÜÇÖî ïê Çè äééÜÖäÇïÜ èÜàÇïäóÜ ãñéë äè Ñêèîñéëïäêè ÇèÖ Çè 

äééÜÖäÇïÜ ëêîäïäóÜ ãñéë äè äèóÜîïéÜèïN cÇëäïÇç îçêòçö äèÑìÜÇîÜî ÇèÖ ÑêèóÜìàÜî ïê Ç 

âäàâÜì k∗. cêèîñéëïäêè äèäïäÇççö äî çêòÜìL Éñï äèÑìÜÇîÜî êóÜì ïäéÜL îê îêêè äï ìÜÑêóÜìî 

ÇèÖ ÜóÜèïñÇççö ÑêèóÜìàÜî ïê Ç âäàâÜì c∗. 

bN aèïäÑäëÇïÜÖ pÜìéÇèÜèï tÇô cñï 

/	 cêèîäÖÜì Çè ëÜìéÇèÜèï ïÇô Ññï ïâÇï äî HÑìÜÖäÉçöI ÇèèêñèÑÜÖ Çï ÖÇïÜ Ñ ïê ÉÜ ÜèÇÑïÜÖ 

Çï îêéÜ ÖÇïÜ Ét >  Ñ. tâÜ ÖäffÜìÜèÑÜ áìêé ïâÜ ëìÜóäêñî ÜôÜìÑäîÜ äî ïâÇï c D Ñ  çêÑñî èêò 

ÖêÜî èêï ÑâÇèàÜ äééÜÖäÇïÜçöN iï ìÜéÇäèî ïâÜ îÇéÜ áêì t <  Ét ÇèÖ îâäáïî ìäàâï êèçö áêì 

t >  t. tâÜìÜáêìÜL ïâÜ ÖöèÇéäÑî êá c ÇèÖ k òäçç ÉÜ ÖäÑïÇïÜÖ Éö ïâÜ 0êçÖ1 ëâÇîÜ ÖäÇàìÇé 

HïâÜ êèÜ ÑêììÜîëêèÖäèà ïê âäàâ τ 9 áêì t <  Ét ÇèÖ Éö ïâÜ 0èÜò1 ëâÇîÜ ÖäÇàìÇé HïâÜ êèÜ 

ÑêììÜîëêèÖäèà ïê çêò τ 9 áêì t >  t, 

/ aï t D Ét ÇèÖ êèL ïâÜ ÜÑêèêéö éñîï áêççêò ïâÜ îÇÖÖçÜ ëÇïâ ÑêììÜîëêèÖäèà ïê ïâÜ èÜò 

çêò τ ,  òâäÑâ òäçç ÜóÜèïñÇççö ïÇåÜ ïâÜ ÜÑêèêéö ïê ïâÜ èÜò îïÜÇÖö îïÇïÜN fêì t <  t, ïâÜ 

WW 



É
É

ÜÑêèêéö éñîï áêççêò Ç ëÇïâ ÖäÑïÇïÜÖ Éö ïâÜ êçÖ ÖöèÇéäÑîL Éñï Çï t D Ét ïâÜ ÜÑêèêéö 

éñîï ÜôÇÑïçö ìÜÇÑâ ïâÜ èÜò îÇÖÖçÜ ëÇïâN iá ïâÇï òÜìÜ èêï ïâÜ ÑÇîÜL ïâÜ Ñêèîñéëïäêè 

ëÇïâ òêñçÖ âÇóÜ ïê ãñéë Çï ÖÇïÜ t, òâäÑâ òêñçÖ óäêçÇïÜ ïâÜ eñçÜì ÑêèÖäïäêè HÇèÖ ïâñî 

ÉÜ îñÉêëïäéÇçIN tâÜìÜáêìÜL ïâÜ ÜíñäçäÉìäñé cÑ äî îñÑâ ïâÇïL äá ïâÜ ÜÑêèêéö áêççêòî Ç 

ëÇïâ ÖäÑïÇïÜÖ Éö ïâÜ êçÖ ÖöèÇéäÑîL äï òäçç ìÜÇÑâ ïâÜ èÜò îÇÖÖçÜ ëÇïâ ÜôÇÑïçö Çï t D t. 

sÜÜ fäàñìÜ TN 

/	 fêççêòäèà ïâÜ ÇèèêñèÑÜéÜèïL Ñêèîñéëïäêè ãñéëî Öêòè ÇèÖ ÑêèïäèñÜî ïê áÇçç Çî çêèà 

Çî ïâÜ ïÇô Ññï äî èêï äèäïäÇïÜÖN tâÜ ÜÑêèêéö äî ÉñäçÖäèà ñë ÑÇëäïÇç äè ÇèïäÑäëÇïäêè 

êá ïâÜ ïÇô ÑñïN aî îêêè Çî ïâÜ ïÇô Ññï äî ÜèÇÑïÜÖL ÑÇëäïÇç ÑêèïäèñÜî ïê äèÑìÜÇîÜL Éñï 

Ñêèîñéëïäêè Ççîê îïÇìïî ïê äèÑìÜÇîÜN tâÜ ÜÑêèêéö ïâÜè îçêòçö ÑêèóÜìàÜî ïê ïâÜ èÜò 

âäàâÜì îïÜÇÖö îïÇïÜN 

SNUNS pìêÖñÑïäóäïö sâêÑåîZ a ëìÜçñÖÜ ïê rbc HfäàñìÜî U ÇèÖ VI 

/	wÜ èêò ÑêèîäÖÜì ïâÜ ÜffÜÑï êá Ç îâêÑå äè ïêïÇç áÇÑïêì ëìêÖñÑïäóäïö HtfpIN tâÜ ìÜÇÑïäêè êá 

ïâÜ ÜÑêèêéö äè êñì ÖÜïÜìéäèäîïäÑ áìÇéÜòêìå äî îäéäçÇì ïê ïâÜ äéëñçîÜ ìÜîëêèîÜî òÜ àÜï 

äè Ç îïêÑâÇîïäÑ rÜÇç bñîäèÜîî cöÑçÜ HrbcI éêÖÜçN nêïÜL âêòÜóÜìL ïâÇï âÜìÜ òÜ ÑêèîäÖÜì 

ïâÜ ÑÇîÜ ïâÇï çÇÉêì îñëëçö äî ÜôêàÜèêñîçö <ôÜÖN tâÜ ìÜÇÑïäêè êá ïâÜ ÜÑêèêéö òäçç ÉÜ 

îêéÜòâÇï ÖäffÜìÜèï òäïâ ÜèÖêàÜèêñî çÇÉêì îñëëçöL òâÜïâÜì òÜ ÇìÜ äè ïâÜ ÖÜïÜìéäèäîïäÑ 

êì ïâÜ îïêÑâÇîïäÑ ÑÇîÜN 

/ lÜï êñïëñï ÉÜ àäóÜè Éö 

yt D A tf bkt9 

WX 



$

$
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òâÜìÜ A t ÖÜèêïÜî tfpN nêïÜ ïâÇï 

rt D A tf 
;bkt9 

wt D A tÇf bkt9 − f ;bkt9ktç 

îê ïâÇï Éêïâ ïâÜ ìÜïñìè ïê ÑÇëäïÇç ÇèÖ ïâÜ òÇàÜ ìÇïÜ ÇìÜ ëìêëêìïäêèÇç ïê tfpN 

/ wÜ ÑÇè ïâÜè òìäïÜ ïâÜ ÖöèÇéäÑî Çî 
ct 
D θÇA tf 

;bkt9 − δ − ρç, 
ct 

k$ t D A tf bkt9 − δkt − ct . 

nêïÜ ïâÇï tfp A t ÇffÜÑïî Éêïâ ïâÜ ëìêÖñÑïäêè ëêîîäÉäçäïäÜî áìêèïäÜì êá ïâÜ ÜÑêèêéö HïâÜ 

ìÜîêñìÑÜ ÑêèîïìÇäèI ÇèÖ ïâÜ äèÑÜèïäóÜî ïê ÇÑÑñéñçÇïÜ ÑÇëäïÇç HïâÜ eñçÜì ÑêèÖäïäêèIN 

/ iè ïâÜ îïÜÇÖö îïÇïÜL Éêïâ k∗ ÇèÖ c∗ ÇìÜ äèÑìÜÇîäèà äè A. 

aN uèÇèïäÑäëÇïÜÖ pÜìéÇèÜèï pìêÖñÑïäóäïö sâêÑå 

/ tâÜ k$ D Ñ  çêÑñî îâäáïî ñë ÇèÖ ïâÜ c D Ñ  çêÑñî îâäáïî ìäàâïL ëÜìéÇèÜèïçöN 

/	 cÑ éÇö ÜäïâÜì äèÑìÜÇîÜ êì áÇççL ÖÜëÜèÖäèà êè òâÜïâÜì òÜÇçïâ êì îñÉîïäïñïäêè ÜffÜÑï 

ÖêéäèÇïÜîN açêèà ïâÜ ïìÇèîäïäêèL Éêïâ c ÇèÖ k ÇìÜ äèÑìÜÇîäèà ïêòÇìÖî ïâÜ èÜò âäàâÜì 

îïÜÇÖö îïÇïÜN sÜÜ fäàñìÜ U áêì ïâÜ ÖöèÇéäÑîN 

bN uèÇèïäÑäëÇïÜÖ tìÇèîäïêìö pìêÖñÑïäóäïö sâêÑå 

/ tâÜ k$ D Ñ  çêÑñî îâäáïî ñë ÇèÖ ïâÜ c D Ñ  çêÑñî îâäáïî ìäàâïL Éñï êèçö áêì t ∈ ÇÑ, Étç áêì 
îêéÜ <èäïÜ t. 

/	 aàÇäèL cÑ éÇö ÜäïâÜì äèÑìÜÇîÜ êì áÇççL ÖÜëÜèÖäèà êè òâÜïâÜì òÜÇçïâ êì îñÉîïäïñïäêè 

ÜffÜÑïî ÖêéäèÇïÜîN i ÑêèîäÖÜì ïâÜ ÑÇîÜ ïâÇï cÑ äèÑìÜÇîÜîN a ïöëäÑÇç ïìÇèîäïäêè äî ÖÜëäÑïÜÖ 

äè fäàñìÜ VN 

WY 



$

SNUNT gêóÜìèéÜèï sëÜèÖäèà HfäàñìÜ W ÇèÖ XI 

/	wÜ èêò äèïìêÖñÑÜ Ç àêóÜìèéÜèï ïâÇï ÑêççÜÑïî ïÇôÜî äè êìÖÜì ïê <èÇèÑÜ îêéÜ ÜôêàÜèêñî 

çÜóÜç êá àêóÜìèéÜèï îëÜèÖäèàN 

aN lñéë sñé tÇôÇïäêè 

/ sñëëêîÜ ïâÜ àêóÜìèéÜèï <èÇèÑÜî äïî ÜôëÜèÖäïñìÜ òäïâ çñéëMîñé ïÇôÜîN tâÜ âêñîÜâêçÖ 

ÉñÖàÜï äî 

cjt å kt
j 
åü D wt å rtkt

j å bü − δ9kt
j − Tt, 

äéëçöäèà 
Ucbc

j
t 9 D βÇü å rtåü − δç D  βÇü å f ;bktåü9 − δç

Ucbc
j
tåü9 

tâÇï äîL ïÇôÜî Öê èêï ÇffÜÑï ïâÜ îÇóäèàî ÑâêäÑÜN oè ïâÜ êïâÜì âÇèÖL ïâÜ àêóÜìèéÜèï 

ÉñÖàÜï äî 

Tt D gt, 

òâÜìÜ gt ÖÜèêïÜî àêóÜìèéÜèï îëÜèÖäèàN tâÜ ìÜîêñìÑÜ ÑêèîïìÇäèï êá ïâÜ ÜÑêèêéö ÉÜM 

ÑêéÜî 

ct å gt å ktåü D f bkt9 å bü − δ9kt 

/ wÜ ÑêèÑçñÖÜ 
ct 
D θÇf ;bkt9 − δ − ρç,

ct 

k$ t D f bkt9 − δkt − ct − gt 

/	 iè ïâÜ îïÜÇÖö îïÇïÜL k∗ äî äèÖÜëÜèÖÜèï êá g ÇèÖ c∗ éêóÜî êèÜMïêMêèÜ òäïâ −g. açêèà 
ïâÜ ïìÇèîäïäêèL Ç ëÜìéÇèÜèï äèÑìÜÇîÜ äè g Éêïâ ÖÜÑìÜÇîÜî c ÇèÖ îçêòî Öêòè ÑÇëäïÇç 

ÇÑÑñéñçÇïäêèN sÜÜ fäàñìÜ WN 

XP 



$
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/	 nêïÜ ïâÇï ïâÜ ÜffÜÑï êá àêóÜìèéÜèï îëÜèÖäèà <èÇèÑÜÖ òäïâ çñéëMîñé ïÇôÜî äî äîêéêìM 

ëâäÑ ïê Ç èÜàÇïäóÜ ÜèÖêòéÜèï îâêÑåN 

bN däîïêìïäêèÇìö tÇôÇïäêè 

/	 sñëëêîÜ ïâÜ àêóÜìèéÜèï <èÇèÑÜî äïî ÜôëÜèÖäïñìÜ òäïâ ÖäîïêìïäêèÇìö äèÑêéÜ ïÇôÇïäêèN 

tâÜ âêñîÜâêçÖ ÉñÖàÜï äî 

cjt å kt
j 
åü D bü − τ 9bwt å rtkt

j 9 å bü − δ9kt
j , 

äéëçöäèà 

Ucbc
j
t 9 D βÇü å bü − τ 9rtåü − δç D  βÇü å bü − τ 9f ;bktåü9 − δç. 

Ucbc
j
tåü9 

tâÇï äîL ïÇôÜî èêò Öäîïêìï ïâÜ îÇóäèàî ÑâêäÑÜN oè ïâÜ êïâÜì âÇèÖL ïâÜ àêóÜìèéÜèï 

ÉñÖàÜï äî 

gt D τf  bkt9 

ÇèÖ ïâÜ ìÜîêñìÑÜ ÑêèîïìÇäèï êá ïâÜ ÜÑêèêéö äî ÇàÇäè 

ct å gt å ktåü D f bkt9 å bü − δ9kt . 

/ wÜ ÑêèÑçñÖÜ 
ct 
D θÇbü − τ 9f ;bkt9 − δ − ρç, 

ct 

k$ t D bü − τ 9f bkt9 − δkt − ct . 

gêóÜìèéÜèï îëÜèÖäèà äî èêò äîêéêìëâäÑ ïê Ç èÜàÇïäóÜ tfp ÑâÇèàÜN 

/	 iè ïâÜ îïÜÇÖö îïÇïÜL k∗ äî Ç ÖÜÑìÜÇîäèà áñèÑïäêè êá g HÜíñäóÇçÜèïçöL τ 9 ÇèÖ c∗ ÖÜÑìÜÇîÜî 

éêìÜ ïâÇè êèÜMïêMêèÜ òäïâ g. açêèà ïâÜ ïìÇèîäïäêèL Ç ëÜìéÇèÜèï äèÑìÜÇîÜ äè g HÇèÖ τ 9 

ÖìÇîïäÑÇççö îçêòî Öêòè ÑÇëäïÇç ÇÑÑñéñçÇïäêèN tâÜ äééÜÖäÇïÜ sÜÜ fäàñìÜ WN 

XQ 



$

$

/	 nêïÜ ïâÇï ïâÜ ÜffÜÑï êá àêóÜìèéÜèï îëÜèÖäèà <èÇèÑÜÖ òäïâ ÖäîïêìïäêèÇìö ïÇôÜî äî äîêM 

éêìëâäÑ ïê Ç èÜàÇïäóÜ tfp îâêÑåN 

SNV eèÖêàÜèêñî lÇÉêì sñëëçöL ïâÜ rbc pìêëÇàÇïäêè 

mÜÑâÇèäîéL ÇèÖ bÜöêèÖ 

SNVNQ tâÜ pâÇîÜ däÇàìÇé òäïâ eèÖêàÜèêñî lÇÉêì sñëëçö 

/ sêçóÜ áêì çÇÉêì îñëëçö Çî Ç áñèÑïäêè êá k ÇèÖ c d 

Uxbct, ü − lt9 
D FLbkt, lt9 ⇒ lt D lbkt, ct9

Ucbct, ü − lt9 

nêïÜ ïâÇï l äèÑìÜÇîÜî òäïâ k, Éñï çÜîî ïâÇè êèÜMïêMêèÜ Hêì êïâÜìòäîÜ FL òêñçÖ áÇççIN 

tâäî ìÜ=ÜÑïî ïâÜ îñÉîïäïñïäêè ÜffÜÑïN oè ïâÜ êïâÜì âÇèÖL l áÇççî òäïâ c, ìÜ=ÜÑïäèà ïâÜ 

òÜÇçïâ ÜffÜÑïN 

/ sñÉîïäïñïÜ ÉÇÑå äèïê ïâÜ ÖöèÇéäÑ îöîïÜé áêì k ÇèÖ c, Çîîñéäèà ceis ëìÜáÜìÜèÑÜîZ 

ct 
D θÇf ;bkt/lbkt, ct99 − δ − ρç,

ct 

k$ t D f bkt, lbkt, ct99 − δkt − ct, 

òâäÑâ àäóÜî Ç îöîïÜé äè kt ÇèÖ ct ÇçêèÜN 

/ dìÇò îñààÜîïäóÜ ëâÇîÜ ÖäÇàìÇéN sÜÜ fäàñìÜ __N 

/ nêïÜ ïâÇï ïâÜ c äî èêò èÜàÇïäóÜçö îçêëÜÖL èêï óÜìïäÑÇç Çî äè ïâÜ éêÖÜç òäïâ ÜôêàÜèêñîçö 

<ôÜÖ çÇÉêìN tâäî ìÜ=ÜÑïî ïâÜ òÜÇçïâ ÜffÜÑï êè çÇÉêì îñëëçöN lêòÜì c ÑêììÜîëêèÖî ïê 

çêòÜì ÜffÜÑïäóÜ òÜÇçïâL òâäÑâ ìÜîñçïî ïê âäàâÜì çÇÉêì îñëëçö áêì Çèö àäóÜè k HïâÇï äîL áêì 

Çèö àäóÜè òÇàÜIN 

XR 



$
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SNVNR iéëñçîÜ rÜîëêèÑÜî rÜóäîäïÜÖ 

/	 nêïÜ ïâÇï ïâÜ ÜèÖêàÜèÜäïö êá çÇÉêì îñëëçö éÇåÜî ïâÜ eñçÜì ÑêèÖäïäêè HïâÜ c çêÑñîI 

îÜèîäïäóÜ ïê òÜÇçïâ ÜffÜÑïîL Éñï Ççîê éäïäàÇïÜî ïâÜ äéëÇÑï êá òÜÇçïâ ÜffÜÑïî êè ïâÜ ìÜîêñìÑÜ 

ÑêèîïìÇäèï HïâÜ k$ çêÑñîIN 

/	 rÜÑêèîäÖÜì ïâÜ äéëñçîÜ ìÜîëêèÑÜî êá ïâÜ ÜÑêèêéö ïê îâêÑåî äè ëìêÖñÑïäóäïö êì àêóÜìèÜM 

éÜèï îëÜèÖäèàN 

/	 gêóÜìèéÜèï îëÜèÖäèàNNNN iá <èÇèÑÜÖ òäïâ çñéë îñé ïÇôÜîL Çè äèÑìÜÇîÜ äè g âÇî Ç 

èÜàÇïäóÜ òÜÇçïâ ÜffÜÑïL òâäÑâ äèÑìÜÇîÜî çÇÉêì îñëëçöN tâäî äè ïñìè çÜÇÖî Çè äèÑìÜÇîÜ äè 

ïâÜ mpk ÇèÖ îïäéñçÇïÜî éêìÜ äèóÜîïéÜèïN aï ïâÜ èÜò îïÜÇÖö îïÇïÜ ïâÜ ÑÇëäïÇçMçÇÉêì 

ìÇïäê ìÜéÇäèî ïâÜ îÇéÜL Çî äï äî îäéëçö ïâÜ êèÜ ïâÇï ÜíñÇïÜî ïâÜ mpk òäïâ ïâÜ ÖäîÑêñèï 

ìÇïÜL Éñï Éêïâ ÜéëçêöéÜèï ÇèÖ ïâÜ îïêÑå êá ÑÇëäïÇç àê ñëNNN 

/	 nêïÜ ïâÇï ïâÜ ÇÉêóÜ äî ïâÜ îñëëçöMîäÖÜ ÜffÜÑï êá àêóÜìèéÜèï îëÜèÖäèàN cêèïìÇîï ïâäî 
òäïâ ïâÜ ÖÜéÇèÖMîäÖÜ ÜffÜÑï äè kÜöèÜîäÇè éêÖÜçî HÜNàNL isMlmIN 

/ pìêÖñÑïäóäïö îâêÑåîNNNN 

SNVNS tâÜ rbc pìêëÇàÇïäêè mÜÑâÇèäîéL ÇèÖ bÜöêèÖ 

/	 jñîï Çî òÜ ÑÇè ñîÜ ïâÜ éêÖÜç ïê 0ÜôëçÇäè1 ïâÜ óÇìäÇïäêè êá äèÑêéÜ ÇèÖ ëìêÖñÑïäóäïö 

çÜóÜçî äè ïâÜ ÑìêîîMîÜÑïäêè êá ÑêñèïìäÜî HäNÜNL Öê ïâÜ mÇèåäòMrêéÜìMwÜäç ÜôÜìÑäîÜIL òÜ 

ÑÇè Ççîê ñîÜ ïâÜ éêÖÜç ïê 0ÜôëçÇäè1 ïâÜ óÇìäÇïäêè êá äèÑêéÜL ëìêÖñÑïäóäïöL äèóÜîïéÜèï 

ÇèÖ ÜéëçêöéÜèï äè ïâÜ ïäéÜMîÜìäÜî êá Çèö àäóÜè ÑêñèïìöN hÜèÑÜL ïâÜ rbc ëÇìÇÖäàéN 

/	 tâÜ âÜÇìï êá ïâÜ rbc ëìêëÇàÇïäêè éÜÑâÇèäîé äî ïâÜ äèïÜìÇÑïäêè êá Ñêèîñéëïäêè 

îéêêïâäèà ÇèÖ ÖÜéäèäîâäèà ìÜïñìèî ïê ÑÇëäïÇç ÇÑÑñéñçÇïäêèN eôëçÇäèNNNN 

XS 



/ tâäî éÜÑâÇèäîé àÜèÜìÇïÜî ÜèÖêàÜèêñî ëÜìîäîïÜèÑÜ ÇèÖ Çéëçä<ÑÇïäêèN eôëçÇäèNNN 

/	 eèêàÜèêñî ëÜìîäîïÜèÑÜ äî äèÖÜÜÖ ïâÜ êïâÜì áÇÑÜ êá ÑêèÖäïäêèÇç ÑêèóÜìàÜèÑÜN bñï ãñîï Çî 

ïâÜ éêÖÜç áÇäçî ïê àÜèÜìÇïÜ Ç îñÉîïÇèïäÇççö çêò ìÇïÜ êá ÑêèÖäïäêèÇç ÑêèóÜìàÜèÑÜL äï Ççîê 

áÇäçî ïê àÜèÜìÇïÜ ÜäïâÜì îñÉîïÇèïäÇç ëÜìîäîïÜèÑÜ êì îñÉîïÇèïäÇç Çéëçä<ÑÇïäêèN fêì ïâÜ 

éêÖÜç ïê éÇïÑâ ïâÜ ÖÇïÇL òÜ ïâÜè èÜÜÖ ïê ÇîîñéÜ ïâÇï ÜôêàÜèêñî ëìêÖñÑïäóäïö HïâÜ 

sêçêò ìÜîäÖñÇçI äî äïîÜçá óÜìö óêçÇïäçÜ ÇèÖ ëÜìîäîïÜèïN bñï ïâÜè òÜ ëÇìïçö ÇèîòÜì ÇèÖ 

ëÇìïçö ëÜà ïâÜ íñÜîïäêèN 

/ hÜèÑÜ ïâÜ îÜÇìÑâ áêì êïâÜì ÜèÖêàÜèêñî ëìêëÇàÇïäêè éÜÑâÇèäîéîN 

/	 däîÑñîî kÜöèÜîäÇè éêÖÜçî ÇèÖ éêèêëêçäîïäÑ ÑêéëÜïäïäêèNNN däîÑñîî ïâÜ ëêïÜèïäÇç ìêçÜ 

<èÇèÑäÇç éÇìåÜïîNNN 

ïê ÉÜ ÑêéëçÜïÜÖ 

XT




Ñ 

câÇëïÜì T 

aëëçäÑÇïäêèî 

TNQ	 aììêòMdÜÉìÜñ mÇìåÜïî ÇèÖ cêèîñéëïäêè séêêïâM 

äèà 

TNQNQ tâÜ ièïÜìïÜéëêìÇç bñÖàÜï 

/ fêì Çèö àäóÜè îÜíñÜèÑÜ áRtà∞ 
tDÑ, ëäÑå Çè ÇìÉäïìÇìö qÑ > Ñ ÇèÖ ÖÜ<èÜ qt ìÜÑñìîäóÜçö Éö 

qÑ 
qt D 

bü å RÑ9bü å Rü9...bü å Rt9 
.


qt ìÜëìÜîÜèïî ïâÜ ëìäÑÜ êá ëÜìäêÖ−t Ñêèîñéëïäêè ìÜçÇïäóÜ ïê ëÜìäêÖ−Ñ ÑêèîñéëïäêèN 

/ mñçïäëçöäèà ïâÜ ëÜìäêÖMt ÉñÖàÜï Éö qt ÇèÖ ÇÖÖäèà ñë êóÜì Ççç t, òÜ àÜï 

∞x 
qt ! cjt ≤ qÑ ! xj 

XU 

tDÑ 



Ñ 

òâÜìÜ 

xj Ñ,Ñ ≡ bü å RÑ9aÑ å hj 

∞ 

Ñ ≡hj 
x qt 

Çwtlt
j − Tt

j ç. 
tDÑ 

qÑ 

tâÜ ÇÉêóÜ ìÜëìÜîÜèïî ïâÜ äèïÜìïÜéëêìÇç ÉñÖàÜï ÑêèîïìÇäèïN büåRÑ9a
j
Ñ äî ïâÜ âêñîÜâêçÖGî 

<èÇèÑäÇç òÜÇçïâ Çî êá ëÜìäêÖ Ñ. Tt
j äî Ç çñéëMîñé ïÇô êÉçäàÇïäêèL òâäÑâ éÇö ÖÜëÜèÖ êè 

ïâÜ äÖÜèïäïö êá âêñîÜâêçÖ Éñï èêï êè äïî ÑâêäÑÜîN hjÑ äî ïâÜ ëìÜîÜèï óÇçñÜ êá çÇÉêì äèÑêéÜ 

Çî êá ëÜìäêÖ Ñ èÜï êá ïÇôÜî[ òÜ êáïÜè ÑÇçç hjÑ ïâÜ âêñîÜâêçÖGî âñéÇè òÜÇçïâ Çî êá ëÜìäêÖ 

Ñ. tâÜ îñé xj Ñ å hjÑ ≡ bü å RÑ9a
j 

Ñ ìÜëìÜîÜèïî ïâÜ âêñîÜâêçÖGî ÜffÜÑïäóÜ òÜÇçïâN 

/	 nêïÜ ïâÇï ïâÜ îÜíñÜèÑÜ êá ëÜìMëÜìäêÖ ÉñÖàÜïî ÇèÖ ïâÜ äèïÜìïÜéëêìÇç ÉñÖàÜï ÑêèîïìÇäèï 

ÇìÜ ÜíñäóÇçÜèïN 

wÜ ÑÇè ïâÜè òìäïÜ âêñîÜâêçÖGî Ñêèîñéëïäêè ëìêÉçÜé Çî áêççêòî 

∞x 
t Q]= β U bct

j , zt
j 9 

tDÑ 
∞x 

s.t. qt ! cjt ≤ qÑ ! xj 
tDÑ 

TNQNR aììêòMdÜÉìÜñ óÜìîñî rÇÖèÜì 

/ wÜ èêò äèïìêÖñÑÜ ñèÑÜìïÇäèïöNNN 

/ lÜï qbs t 9 ÉÜ ïâÜ ëÜìäêÖMÑ ëìäÑÜ êá Ç ñèäïÜ êá ïâÜ ÑêèîñéÇÉçÜ äè ëÜìäêÖ t ÇèÖ ÜóÜèï s t 

tÇèÖ wbs 9 ïâÜ ëÜìäêÖMt òÇàÜ ìÇïÜ äè ïÜìéî êá ëÜìäêÖMt ÑêèîñéÇÉçÜî áêì Ç àäóÜè ÜóÜèï s tN 

t t t qbs 9wbs 9 äî ïâÜè ïâÜ ëÜìäêÖMt ÇèÖ ÜóÜèïMs òÇàÜ ìÇïÜ äè ïÜìéî êá ëÜìäêÖMÑ ÑêèîñèÇéM 

XV




Ñ 

Ñ 

Ñ 
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ÉçÜîN wÜ ÑÇè ïâÜè òìäïÜ âêñîÜâêçÖGî Ñêèîñéëïäêè ëìêÉçÜé Çî áêççêòî xx !
t t t t Q]= β πbs 9U cj bs 9, zj bs 9 

t st xx 
t t s.t. qbs 9 ! cj bs 9 ≤ qÑ ! xj 

t st 

òâÜìÜ 

xj Ñ,Ñ ≡ bü å RÑ9aÑ å hj 

∞ t t 

hjÑ ≡ 
x qbs 9wbs 9

Çlj bs t 9 − T j bs t 9ç. 
tDÑ 

qÑ 

t bü å RÑ9a
j
Ñ äî ïâÜ âêñîÜâêçÖGî <èÇèÑäÇç òÜÇçïâ Çî êá ëÜìäêÖ Ñ. T  j bs 9 äî Ç çñéëMîñé ïÇô 

êÉçäàÇïäêèL òâäÑâ éÇö ÖÜëÜèÖ êè ïâÜ äÖÜèïäïö êá âêñîÜâêçÖ Éñï èêï êè äïî ÑâêäÑÜîN hj 

äî ïâÜ ëìÜîÜèï óÇçñÜ êá çÇÉêì äèÑêéÜ Çî êá ëÜìäêÖ Ñ èÜï êá ïÇôÜî[ òÜ êáïÜè ÑÇçç hj ïâÜ 

âêñîÜâêçÖGî âñéÇè òÜÇçïâ Çî êá ëÜìäêÖ Ñ. tâÜ îñé xj Ñ å hjÑ ≡ büå RÑ9a
j 

Ñ ìÜëìÜîÜèïî ïâÜ 

âêñîÜâêçÖGî ÜffÜÑïäóÜ òÜÇçïâN 

TNQNS tâÜ cêèîñéëïäêè pìêÉçÜé òäïâ ceis 

/	 sñëëêîÜ áêì Ç éêéÜèï ïâÇï ëìÜáÜìÜèÑÜî ÇìÜ îÜëÇìÇÉçÜ ÉÜïòÜÜè Ñêèîñéëïäêè ÇèÖ çÜäîñìÜ 

ÇèÖ ÇìÜ âêéêïâÜïäÑ òäïâ ìÜîëÜÑï ïê ÑêèîñéëïäêèZ 

U bc, z9 D  ubc9 å  vbz9. 
cü−ü/θ 

ubc9 D  
ü − ü/θ 

/	 lÜïïäèà µ ÉÜ ïâÜ lÇàìÇèàÜ éñçïäëçäÜì áêì ïâÜ äèïÜìïÜéëêìÇç ÉñÖàÜï ÑêèîïìÇäèïL ïâÜ focî 

äéëçö !
t t t t β πbs 9u; cj bs 9 D µqbs 9 

XW




Ñ 

Ñ 

Ñ 

áêì Ççç t ≥ Ñ. eóÇçñÇïäèà ïâäî Çï t D Ñ, òÜ äèáÜì µ D u;bcjÑ9. iï áêççêòî ïâÇï 2
t t t t t qbs 9 β πbs 9u; bcj bs 99 t t cj bs 9 

3−ü/θ 
D 

Ñ9
D β πbs 9 

cj 
. 

qÑ u;bcj Ñ 

tâÇï äîL ïâÜ ëìäÑÜ êá Ç ÑêèîñéÇÉçÜ äè ëÜìäêÖ t ìÜçÇïäóÜ ïê ëÜìäêÖ Ñ ÜíñÇçî ïâÜ éÇìàäèÇç 

ìÇïÜ êá äèïÜìïÜéëêìÇç îñÉîïäïñïäêè ÉÜïòÜÜè Ñ ÇèÖ t. 

" / sêçóäèà qt/qÑ D β t πbs t 9 cj bs t 9/cj 
#−ü/θ 

áêì cj bs t 9 àäóÜî 4 
t 5−θ" 

t t t cj bs 9 D  cj β πbs 9 
#θ qbs 9 

. 
qÑ 

iï áêççêòî ïâÇï ïâÜ ëìÜîÜèï óÇçñÜ êá Ñêèîñéëïäêè äî àäóÜè Éö 

∞xx x" 
qbs t 9cj bs t 9 D  qÑ 

−θ cj β t πbs t 9 
#θ 
qbs t 9ü−θ 

t st tDÑ 

sñÉîïäïñïäèà äèïê ïâÜ ìÜîêñìÑÜ ÑêèîïìÇäèïL ÇèÖ îêçóäèà áêì cÑ, òÜ ÑêèÑçñÖÜ 

Ñ D mÑ ! xjcj Ñ 

òâÜìÜ 
ü 

mÑ ≡ p∞ " 
t 

. 
tDÑ β πbs 

t 9 
#θ 
Çqbs t 9/qÑç

ü−θ 

cêèîñéëïäêè äî ïâñî çäèÜÇì äè ÜffÜÑïäóÜ òÜÇçïâN mÑ ìÜëìÜîÜèï ïâÜ mpc êñï êá ÜffÜÑïäóÜ 

òÜÇçïâ Çî êá ëÜìäêÖ Ñ. 

TNQNT ièïÜìïÜéëêìÇç cêèîñéëïäêè séêêïâäèàL òäïâ nê uèÑÜìïÇäèïö 

/ cêèîäÖÜì áêì Ç éêéÜèï ïâÜ ÑÇîÜ ïâÇï ïâÜìÜ äî èê ñèÑÜìïÇäèïöL îê ïâÇï cj bs t 9 D  cjt ÇèÖ 

t t qbs 9 D  qt áêì Ççç s . 

XX 
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/ tâÜèL ïâÜ ìäîåçÜîî ÉêèÖ ÇèÖ ïâÜ aììêò îÜÑñìäïäÜî îÇïäîáö ïâÜ áêççêòäèà ÇìÉäïìÇàÜ ÑêèÖäM 

ïäêè 
qÑ 

qt D . 
bü å RÑ9bü å Rü9...bü å Rt9 

açïÜìèÇïäóÜçöL â ä−t 
qt D qÑ ü å  ÜRÑ,t 

òâÜìÜ ÜRÑ,t ìÜëìÜîÜèïî ïâÜ 0ÇóÜìÇàÜ1 äèïÜìÜîï ìÇïÜ ÉÜïòÜÜè Ñ ÇèÖ t. nÜôïL èêïÜ ïâÇï mÑ 

äî ÖÜÑìÜÇîäèà HäèÑìÜÇîäèàI äè qt äá ÇèÖ êèçö äá θ >  ü Hθ <  üIN iï áêççêòî ïâÇï ïâÜ éÇìàäèÇç 

ëìêëÜèîäïö ïê îÇóÜ äè ëÜìäêÖ Ñ, òâäÑâ äî îäéëçö ü − mÑ, äî ÖÜÑìÜÇîäèà HäèÑìÜÇîäèàI äè ÜRÑ,t, áêì Çèö t ≥ Ñ, äá ÇèÖ êèçö äá θ >  ü Hθ <  üIN 

/ a îäéäçÇì ìÜîñçï ÇëëçäÜî áêì Ççç t ≥ Ñ. wÜ ÑêèÑçñÖÜ 

pìêëêîäïäêè RP sñëëêîÜ ëìÜáÜìÜèÑÜî ÇìÜ îÜëÜìÇÉçÜ ÉÜïòÜÜè Ñêèîñéëïäêè ÇèÖ çÜäîñìÜ ÇèÖ 

âêéêïâÜïäÑ äè Ñêèîñéëïäêè HceisIN tâÜèL ïâÜ êëïäéÇç Ñêèîñéëïäêè äî çäèÜÇì äè ÑêèïÜéëêM 

ìÇèÜêñî ÜffÜÑïäóÜ òÜÇçïâZ 

cjt D mt ! xjt 

òâÜìÜ 

xjt ≡ bü å Rt9a
j
t å hjt , 

∞ 

hjt ≡ 
x qt 

Çwτ lτ
j − Tτ

j ç, 
τ Dt 

qt 

ü 
mt ≡ p∞ 

τ Dt β
θbτ −t9bqτ /qt9ü−θ 

. 

mt äî Ç ÖÜÑìÜÇîäèà HäèÑìÜÇîäèàI áñèÑïäêè êá qτ áêì Çèö τ ≥ t äá ÇèÖ êèçö θ >  ü Hθ <  ü9. 

tâÇï äîL ïâÜ éÇìàäèÇç ëìêëÜèîäïö ïê îÇóÜ êñï êá ÜffÜÑïäóÜ òÜÇçïâ äî äèÑìÜÇîäèà HÖÜÑìÜÇîäèàI äè 

áñïñìÜ äèïÜìÜîï ìÇïÜî äá ÇèÖ êèçö äá ïâÜ ÜçÇîïäÑäïö êá äèïÜìïÜéëêìÇç îñÉîïäïñïäêè äî âäàâÜì HçêòÜìI 

XY 



Ñ 

Ñ 

ïâÇè ñèäïN mêìÜêóÜìL áêì àäóÜè ëìäÑÜîL ïâÜ êëïäéÇç Ñêèîñéëïäêè ëÇïâ äî äèÖÜëÜèÖÜèï êá ïâÜ 

ïäéäèäèà êá ÜäïâÜì çÇÉêì äèÑêéÜ êì ïÇôÜîN 

/	 oÉóäêñîçöL Ç îäéäçÇì ìÜîñçï âêçÖî òäïâ ñèÑÜìïÇäèïöL Çî çêèà Çî ïâÜìÜ ÇìÜ ÑêéëçÜïÜ aììêòM 

dÜÉìÜñ éÇìåÜïîN 

/	 nêïÜ ïâÇï Çèö ÜôëÜÑïÜÖ ÑâÇèàÜ äè äèÑêéÜ âÇî èê ÜffÜÑï êè Ñêèîñéëïäêè Çî çêèà Çî 

äï ÖêÜî èêï ÇffÜÑï ïâÜ ëìÜîÜèï óÇçñÜ êá çÇÉêì äèÑêéÜN açîêL äá ïâÜìÜ äî Çè äèèêóÇïäêè 

HñèÜôëÜÑïÜÖ ÑâÇèàÜI äè äèÑêéÜL Ñêèîñéëïäêè òäçç äèÑìÜÇîÜ ïêÖÇö ÇèÖ áêì ÜóÜì Éö Çè 

Çéêñèï ëìêëêìïäêèÇç ïê ïâÜ äèèêóÇïäêè äè ïâÜ Çèèñäïö óÇçñÜ êá çÇÉêì äèÑêéÜN 

/	 tê îÜÜ ïâäî éêìÜ ÑçÜÇìçöL îñëëêîÜ ïâÇï ïâÜ äèïÜìÜîï ìÇïÜ äî ÑêèîïÇèï ÇèÖ ÜíñÇç ïê ïâÜ 

ÖäîÑêñèï ìÇïÜZ Rt D R D ü/β − ü áêì Ççç t. tâÜèL ïâÜ éÇìàäèÇç ëìêëÜèîäïö ïê ÑêèîñéÜ 

äî 

m D ü  − βθ bü å R9ü−θ D ü  − β, 

ïâÜ Ñêèîñéëïäêè ìñçÜ äè ëÜìäêÖ Ñ ÉÜÑêéÜî 

cjÑ D m ! " bü å R9aÑ å hj 
#


ÇèÖ ïâÜ eñçÜì ÑêèÖäïäêè ìÜÖñÑÜî ïê 

cjt D cj 

tâÜìÜáêìÜL ïâÜ ÑêèîñéÜì ÑâêêîÜ Ç ïêïÇççö =Çï Ñêèîñéëïäêè ëÇïâL èê éÇïïÜì òâÇï äî ïâÜ 

ïäéÜ óÇìäÇïäêè äè çÇÉêì äèÑêéÜN aèÖ Çèö ñèÜôëÜÑïÜÖ ÑâÇèàÜ äè Ñêèîñéëïäêè çÜÇÖî ïê 

Ç ëÇìÇççÜç îâäáï äè ïâÜ ëÇïâ êá Ñêèîñéëïäêè Éö Çè Çéêñèï ÜíñÇç ïê ïâÜ Çèèñäïö óÇçñÜ 

êá ïâÜ ÑâÇèàÜ äè çÇÉêì äèÑêéÜN tâäî äî ïâÜ éÇèäáÜîïÇïäêè êá äèïÜìïÜéëêìÇç Ñêèîñéëïäêè 

îéêêïâäèàN 

YP 
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/	mêìÜ àÜèÜìÇççöL äá ïâÜ äèïÜìÜîï ìÇïÜ äî âäàâÜì HçêòÜìI ïâÇè ïâÜ ÖäîÑêñèï ìÇïÜL ïâÜ ëÇïâ 

êá Ñêèîñéëïäêè äî îéêêïâ Éñï âÇî Ç ëêîäïäóÜ HèÜàÇïäóÜI ïìÜèÖN tê îÜÜ ïâäîL èêïÜ ïâÇï 

ïâÜ eñçÜì ÑêèÖäïäêè äî 

Giõ ctåü ≈ θÇβbü å R9çθ å Giõ ct. 

TNQNU ièÑêéëçÜïÜ mÇìåÜïî ÇèÖ sÜçáMièîñìÇèÑÜ 

/	 tâÜ ÇÉêóÜ ÇèÇçöîäî âÇî ÇîîñéÜÖ èê ñèÑÜìïÇäèïöL êì ïâÇï éÇìåÜïî ÇìÜ ÑêéëçÜïÜN eôM 

ïÜèÖäèà ïâÜ éêÖÜç ïê äèïìêÖñÑÜ äÖäêîöèÑìÇïäÑ ñèÑÜìïÇäèïö äè çÇÉêì äèÑêéÜ òêñçÖ äéëçö 

Çè eñçÜì ÑêèÖäïäêè êá ïâÜ áêìé 

u;bcjt 9 D  βbü å R9Etu;bcjtåü9 

nêïÜ ïâÇïL ÉÜÑÇñîÜ êá ïâÜ ÑêèóÜôäïö êá u;, Çî çêèà Çî V artÇc
j
tåüç > Ñ, òÜ âÇóÜ Etu;bcjtåü9 > 

u;bEtcjtåü9 ÇèÖ ïâÜìÜáêìÜ 
Etcjtåü > Çβbü å R9çθ 
cjt 

tâäî ÜôïìÇ åäÑå äè Ñêèîñéëïäêè àìêòïâ ìÜ=ÜÑïî ïâÜ ëìÜÑÇñïäêèÇìö éêïäóÜ áêì îÇóäèàîN 

iï ìÜéÇäèî ïìñÜ ïâÇï ïìÇèîäïêìö äèèêóÇïäêèî äè äèÑêéÜ ìÜîñçï ïê ëÜìîäîïÜèï ÑâÇèàÜî äè 

Ñêèîñéëïäêè HÉÜÑÇñîÜ êá Ñêèîñéëïäêè îéêêïâäèàIN aï ïâÜ îÇéÜ ïäéÜL ÑêèîñéÜìî <èÖ 

äï êëïäéÇç ïê ÇÑÑñéñçÇïÜ Ç ÉñffÜì îïêÑåL Çî Ç óÜâäÑçÜ áêì îÜçáMäèîñìÇèÑÜN 

TNR aààìÜàÇïäêè ÇèÖ ïâÜ rÜëìÜîÜèïÇïäóÜ cêèîñéÜì 

/	 cêèîäÖÜì Ç ÖÜïÜìéäèäîïäÑ ÜÑêèêéö ëêëñçÇïÜÖ Éö éÇèö âÜïÜìêàÜèÜêñî âêñîÜâêçÖîN hêñîÜM 

âêçÖî ÖäffÜì äè ïâÜäì äèäïäÇç ÇîîÜï ëêîäïäêèî ÇèÖ HëÜìâÇëîI ïâÜäì îïìÜÇéî êá çÇÉêì äèÑêéÜL 

Éñï èêï äè ïâÜäì ëìÜáÜìÜèÑÜîN tâÜö Ççç âÇóÜ ceis ëìÜáÜìÜèÑÜîL òäïâ äÖÜèïäÑÇç θ. 

YQ 



/ fêççêòäèà ïâÜ ÇèÇçöîäî êá ïâÜ ëìÜóäêñî îÜÑïäêèL Ñêèîñéëïäêè áêì äèÖäóäÖñÇç j äî àäóÜè Éö 

cjt D mt ! xjt . 

nêïÜ ïâÇï äèÖäóäÖñÇçî îâÇìÜ ïâÜ îÇéÜ mpc êñï êá ÜffÜÑïäóÜ òÜÇçïâ ÉÜÑÇñîÜ ïâÜö âÇóÜ 

äÖÜèïäÑÇç θ. 

/ aÖÖäèà ñë ÇÑìêîî âêñîÜâêçÖîL òÜ äèáÜì ïâÇï ÇààìÜàÇïÜ Ñêèîñéëïäêè äî àäóÜè Éö 

ct D mt ! xt 

òâÜìÜ 

xt ≡ bü å Rt9at å ht, 
∞x qτ

ht ≡ Çwτ lτ − Tτ ç, 
τ Dt 

qt 

ü 
mt ≡ p∞ 

τ Dt β
θbτ −t9bqτ /qt9ü−θ 

. 

/ nÜôïL ìÜÑÇçç ïâÇï äèÖäóäÖñÇç Ñêèîñéëïäêè àìêòïâ îÇïäî<Üî 

t 

@
cj 
A−ü/θ

t qt β u;bcjt 9 t D D β , 
Ñ9 cjqÑ u;bcj Ñ 

áêì ÜóÜìö j. bñï äá Ççç ÇàÜèïî îâÇìÜ ïâÜ îÇéÜ Ñêèîñéëïäêè àìêòïâ ìÇïÜL ïâäî îâêñçÖ ÉÜ 

ïâÜ ÇààìÜàÇïÜ êèÜN tâÜìÜáêìÜL ÜíñäçäÉìäñé ëìäÑÜî ÇèÖ ÇààìÜàÇïÜ Ñêèîñéëïäêè àìêòïâ 

îÇïäîáö 2 3−ü/θ 
qt t ct 
D β 

qÑ cÑ 

eíñäóÇçÜèïçöL 
t qt β u;bct9

D . 
qÑ u;bcÑ9 

YR 
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/	 cêèîäÖÜì èêò Çè ÜÑêèêéö ïâÇï âÇî Ç îäèàçÜ ÑêèîñéÜìL òâê äî ÜèÖêòÜÖ òäïâ òÜÇçïâ xt 

ÇèÖ âÇî ëìÜáÜìÜèÑÜî 
cü−ü/θ 

ü − ü/θ 
U bc9 D 


tâÜ eñçÜì ÑêèÖäïäêè áêì ïâäî ÑêèîñéÜì òäçç ÉÜ


t u;bct9β
qt 
qÑ 
D
 .


u;bcÑ9 

mêìÜêóÜìL ïâäî ÑêèîñéÜì òäçç <èÖ äï êëïäéÇç ïê ÑâêêîÜ Ñêèîñéëïäêè 

ct D mt ! xt. 

bñï ïâÜîÜ ÇìÜ ÜôÇÑïçö ïâÜ ÇààìÜàÇïäóÜ ÑêèÖäïäêèî òÜ áêñèÖ äè ïâÜ ÜÑêèêéö òäïâ éÇèö 

ÇàÜèïîN 

/	 tâÇï äîL ïâÜ ïòê ÜÑêèêéäÜî îâÇìÜ ÜôÇÑïçö ïâÜ îÇéÜ ÜíñäçäÉìäñé ëìäÑÜî ÇèÖ ÇççêÑÇïäêèîN 

iï äî äè ïâäî îÜèîÜ ïâÇï òÜ ÑÇè ïâäèå êá ïâÜ îäèàçÜ ÇàÜèï êá ïâÜ îÜÑêèÖ ÜÑêèêéö Çî ïâÜ 

0ìÜëìÜîÜèïÇïäóÜ1 ÇàÜèï êá ïâÜ <ìîï éñçïäMÇàÜèï ÜÑêèêéöN 

/	 nêïÜ ïâÇï âÜìÜ òÜ àêï Ç îïìêèàÜì ìÜîñçï ïâÇè ãñîï ïâÜ ÜôäîïÜèÑÜ êá Ç ìÜëìÜîÜèïÇïäóÜ ÇàÜèïN 

nêï êèçö Ç ìÜëìÜîÜèïÇïäóÜ ÇàÜèï ÜôäîïÜÖL Éñï âÜ Ççîê âÇÖ ÜôÇÑïçö ïâÜ îÇéÜ ëìÜáÜìÜèÑÜî 

Çî ÜÇÑâ êá ïâÜ ÇàÜèïî êá ïâÜ ÜÑêèêéöN tâäî òÇî ïìñÜ êèçö ÉÜÑÇñîÜ ÇàÜèïî âÇÖ äÖÜèïäÑÇç 

ëìÜáÜìÜèÑÜ ïê îïÇìï òäïâ ÇèÖ ïâÜäì ëìÜáÜìÜèÑÜî òÜìÜ âêéêïâÜïäÑN iá ÜäïâÜì ÑêèÖäïäêè áÇäçîL 

ïâÜ ëìÜáÜìÜèÑÜî êá ïâÜ ìÜëìÜîÜèïÇïäóÜ ÇàÜèï òäçç ÉÜ 0òÜäàâïÜÖ ÇóÜìÇàÜ1 êá ïâÜ ëêëñçÇïäêè 

ëìÜáÜìÜèÑÜîL òäïâ ïâÜ òÜäàâïî ÖÜëÜèÖäèà êè ïâÜ òÜÇçïâ ÖäîïìäÉñïäêèN 

/	 fäèÇççöL èêïÜ ïâÇï ïâÜîÜ ÇààìÜàÇïäêè ìÜîñçïî ÜôïÜèÖ ÜÇîäçö ïê ïâÜ ÑÇîÜ êá ñèÑÜìïÇäèïö Çî 

çêèà Çî éÇìåÜïî ÇìÜ ÑêéëçÜïÜN 

YS 



TNS fäîÑÇç pêçäÑö 

TNSNQ räÑÇìÖäÇè eíñäçäóÇçÜèÑÜ 

/ tâÜ äèïÜìïÜéëêìÇç ÉñÖàÜï áêì ïâÜ ìÜëìÜîÜèïÇïäóÜ âêñîÜâêçÖ äî àäóÜè Éö 

∞x 
qtct ≤ qÑxÑ 

tDÑ 

òâÜìÜ


xÑ D bü å RÑ9aÑ å 
∞x 
tDÑ 

qt 
qÑ 
Çwtlt − Ttç 

ÇèÖ aÑ D kÑ å bÑ. 

/ oè ïâÜ êïâÜì âÇèÖL ïâÜ äèïÜìïÜéëêìÇç ÉñÖàÜï ÑêèîïìÇäèï áêì ïâÜ àêóÜìèéÜèï äî 

∞x ∞x 
tDÑ 

qtgt å qÑbü å RÑ9bÑ D qtTt 
tDÑ 

/ sñÉîïäïñïäèà ïâÜ ÇÉêóÜ äèïê ïâÜ áêìéñçÇ áêì xÑ, òÜ äèáÜì 

xÑ D bü å RÑ9kÑ å 
∞x 
tDÑ 

qt 
qÑ 
wtlt − 

∞x 
tDÑ 

qt 
qÑ 
gt 

tâÇï äîL ÇààìÜàÇïÜ âêñîÜâêçÖ òÜÇçïâ äî äèÖÜëÜèÖÜèï êá ÜäïâÜì ïâÜ êñïîïÇèÖäèà çÜóÜç êá 

ëñÉçäÑ ÖÜÉï êì ïâÜ ïäéäèà êá ïÇôÜîN 

/ wÜ ÑÇè ïâñî ìÜòìäïÜ ïâÜ ìÜëìÜîÜèïÇïäóÜ âêñîÜâêçÖGî äèïÜìïÜéëêìÇç ÉñÖàÜï Çî 

∞x ∞x 
tDÑ 

qtÇct å gtç ≤ qÑbü å RÑ9kÑ å qtwtlt 
tDÑ 

säèÑÜ ïâÜ ìÜëìÜîÜèïÇïäóÜ ÇàÜèïGî ÉñÖàÜï ÑêèîïìÇäèï äî äèÖÜëÜèÖÜèï êá ÜäïâÜì bÑ êì áTtà∞ 
tDÑ , 

âäî Ñêèîñéëïäêè ÇèÖ çÇÉêì îñëëçö òäçç Ççîê ÉÜ äèÖÜëÜèÖÜèïN bñï ïâÜè ïâÜ ìÜîêñìÑÜ 

ÑêèîïìÇäèï äéëçäÜî ïâÇï ÇààìÜàÇïÜ äèóÜîïéÜèï òäçç ÉÜ ñèÇffÜÑïÜÖ Çî òÜççN tâÜìÜáêìÜL ïâÜ 

YT 
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ÇààìÜàÇïÜ ëÇïâ áct, ktà∞ 
tDÑ. açç ïâÇï éÇïïÜì äî ïâÜtDÑ äî äèÖÜëÜèÖÜèï êá ÜäïâÜì bÑ êì áTtà∞ 

îïìÜÇé êá àêóÜìèéÜèï îëÜèÖäèàL èêï ïâÜ òÇö ïâäî äî <èÇèÑÜÖN 

/	mêìÜ àÜèÜìÇççöL ÑêèîäÖÜì èêò ÇìÉäïìÇìö ëìÜáÜìÜèÑÜî ÇèÖ ÜèÖêàÜèêñî çÇÉêì îñëëçöL Éñï 

îñëëêîÜ ïâÇï ïâÜ ïÇô ÉñìÖÜè ÇèÖ ëñÉçäÑ ÖÜÉï äî ñèäáêìéçö ÖäîïìäÉñïÜÖ ÇÑìêîî âêñîÜâêçÖîN 

tâÜèL áêì ÜóÜìö äèÖäóäÖñÇç j, ÜffÜÑïäóÜ òÜÇçïâ äî äèÖÜëÜèÖÜèï êá ÜäïâÜì ïâÜ çÜóÜç êá ëñÉçäÑ 

ÖÜÉï êì ïâÜ ïäéäèà êá ïÇôÜîZ 

xjÑ D bü å RÑ9kÑ
j å 

∞x 
tDÑ 

qt 
qÑ 
wtlt

j − 
∞x 
tDÑ 

qt 
qÑ 
gt, 

säèÑÜ ïâÜ äèÖäóäÖñÇçGî äèïÜìïÜéëêìÇç ÉñÖàÜï äî äèÖÜëÜèÖÜèï êá ÜäïâÜì bÑ êì áTtà∞ 
tDÑ L âÜì 

tDÑ òäçç Ççîê ÉÜ äèÖÜëÜèÖÜèï êá ÜäïâÜì bÑ êì áTtà∞êëïäéÇç ëçÇè áctj , ltj , ajt à∞ 
tDÑ áêì Çèö 

àäóÜè ëìäÑÜ ëÇïâN bñï äá äèÖäóäÖñÇç ÉÜâÇóäêì ÖêÜî èêï ÑâÇèàÜ áêì àäóÜè ëìäÑÜîL éÇìåÜïî 

òäçç ÑêèïäèñÜ ïê ÑçÜÇì áêì ïâÜ îÇéÜ ëìäÑÜîN tâÇï äîL ÜíñäçäÉìäñé ëìäÑÜî ÇìÜ äèÖÜÜÖ Ççîê 

äèÖÜëÜèÖÜèï êá ÜäïâÜì bÑ êì áTtà∞ 
tDÑ. wÜ ÑêèÑçñÖÜ 

pìêëêîäïäêè RQ eíñäçäÉìäñé ëìäÑÜî ÇèÖ ÇççêÑÇïäêèî ÇìÜ äèÖÜëÜèÖÜèï êá ÜäïâÜì ïâÜ äèïäÇç çÜóÜç 

êá ëñÉçäÑ ÖÜÉïL êì ïâÜ éäôïñìÜ êá ÖÜ<Ñäïî ÇèÖ HçñéëMîñéI ïÇôÜî ïâÇï ïâÜ àêóÜìèéÜèï ñîÜî ïê 

<èÇèÑÜ àêóÜìèÜéÜèï îëÜèÖäèàN 

/	 rÜéÇìåZ fêì räÑÇìÖäÇè ÜíñäóÇçÜèÑÜ ïê âêçÖL äï äî ÑìäïäÑÇç Éêïâ ïâÇï éÇìåÜïî ÇìÜ ÑêéëçÜïÜ 

Hîê ïâÇï ÇàÜèïî ÑÇè áìÜÜçö ïìÇÖÜ ïâÜ ìäîåçÜîî ÉêèÖI ÇèÖ ïâÇï âêìäõêèî ÇìÜ äè<èäïÜ Hîê 

ïâÇï ïâÜ ëìÜîÜèï óÇçñÜ êá ïÇôÜî ïâÜ âêñîÜâêçÖ ÜôëÜÑïî ïê ëÇö ãñîï ÜíñÇçî ïâÜ Çéêñèï êá 

ëñÉçäÑ ÖÜÉï äï âêçÖîIN iá ÜäïâÜì ÑêèÖäïäêè áÇäçîL îñÑâ Çî äè olg ÜÑêèêéäÜî êì ÜÑêèêéäÜî 

òäïâ Éêììêòäèà ÑêèîïìÇäèïîL räÑÇìÖäÇè ÜíñäóÇçÜèÑÜ òäçç Ççîê áÇäçN räÑÇìÖäÇè ÜíñäóÇçÜèÑÜ 

éÇö Ççîê áÇäç äá ïâÜìÜ ÇìÜ 

YU 



TNSNR tÇô séêêïâäèà ÇèÖ dÜÉï mÇèÇàÜéÜèï 

ïêëäÑ ÑêóÜìÜÖ äè ÑçÇîî 

èêïÜî ïê ÉÜ ÑêéëçÜïÜÖ 

TNT räîå sâÇìäèà ÇèÖ ccapm 

TNTNQ räîå sâÇìäèà 

ïêëäÑ ÑêóÜìÜÖ äè ÑçÇîî 

èêïÜî ïê ÉÜ ÑêéëçÜïÜÖ 

TNTNR aîîÜï pìäÑäèà ÇèÖ ccapm 

ïêëäÑ ÑêóÜìÜÖ äè ÑçÇîî 

èêïÜî ïê ÉÜ ÑêéëçÜïÜÖ 

TNU rÇéîÜö mÜÜïî têÉäèZ aÖãñîïéÜèï cêîïî ÇèÖ q 

ïêëäÑ ÑêóÜìÜÖ äè ìÜÑäïÇïäêè 

èêïÜî ïê ÉÜ ÑêéëçÜïÜÖ 

TNV rÇéîÜö mÜÜïî lÇäÉîêèZ höëÜìÉêçäÑ däîÑêñèïäèà 

TNVNQ iéëçäÑÇïäêèî áêì lêèàMrñè sÇóäèàî 

ïêëäÑ ÑêóÜìÜÖ äè ÑçÇîî 

YV 
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èêïÜî ïê ÉÜ ÑêéëçÜïÜÖ 

TNVNR iéëçäÑÇïäêèî áêì sÜçáMièîñìÇèÑÜ 

ïêëäÑ ÑêóÜìÜÖ äè ÑçÇîî 

èêïÜî ïê ÉÜ ÑêéëçÜïÜÖ 

YW




YX




câÇëïÜì U 

oóÜìçÇëëäèà gÜèÜìÇïäêèî mêÖÜçî 

UNQ olg ÇèÖ läáÜMcöÑçÜ sÇóäèàî 

UNQNQ hêñîÜâêçÖî 

/	 cêèîäÖÜì Ç âêñîÜâêçÖ Éêìè äè ëÜìäêÖ t, çäóäèà äè ëÜìäêÖî t ÇèÖ t å ü. wÜ ÖÜèêïÜ Éö cyt 

âäî Ñêèîñéëïäêè òâÜè öêñèà ÇèÖ cotåü âäî Ñêèîñéëïäêè òâÜè êçÖN 

/	 pìÜáÜìÜèÑÜî ÇìÜ àäóÜè Éö 

ubcyt 9 å  βubcotåü9 

òâÜìÜ β ÖÜèêïÜî Ç ÖäîÑêñèï áÇÑïêì ÇèÖ u äî Ç èÜêÑçÇîîäÑÇç ñïäçäïö áñèÑïäêèN 

/	 tâÜ âêñîÜâêçÖ äî Éêìè òäïâ õÜìê äèäïäÇç òÜÇçïâL îÇóÜî êèçö áêì çäáÜMÑöÑçÜ Ñêèîñéëïäêè 

îéêêïâäèàL ÇèÖ ÖäÜî çÜÇóäèà èê ÉÜíñÜîïî ïê áñïñìÜ àÜèÜìÇïäêèîN tâÜ âêñîÜâêçÖ ìÜÑÜäóÜî 

çÇÉêì äèÑêéÜ ëêîîäÉçö äè Éêïâ ëÜìäêÖî êá çäáÜN wÜ ÖÜèêïÜ Éö ly ÇèÖ lo ïâÜ ÜèÖêòéÜèïî êá 

ÜffÜÑïäóÜ çÇÉêì òâÜè öêñèà ÇèÖ òâÜè êçÖL ìÜîëÜÑïäóÜçöN tâÜ ÉñÖàÜï ÑêèîïìÇäèï Öñìäèà 

YY 



ïâÜ <ìîï ëÜìäêÖ êá çäáÜ äî ïâñî 

cyt å at ≤ wtl
y , 

òâÜìÜÇî ïâÜ ÉñÖàÜï ÑêèîïìÇäèï Öñìäèà ïâÜ îÜÑêèÖ ëÜìäêÖ êá çäáÜ äî 

cotåü ≤ wtåül
o å bü å  Rtåü9at. 

aÖÖäèà ñë ïâÜ ïòê ÑêèîïìÇäèïî HÇèÖ Çîîñéäèà ïâÇï ïâÜ âêñîÜâêçÖ ÑÇè áìÜÜçö Éêììêò 

ÇèÖ çÜèÖ òâÜè öêñèàL îê ïâÇï at ÑÇè ÉÜ ÜäïâÜì èÜàÇïäóÜ êì ëêîäïäóÜIL òÜ ÖÜìäóÜ ïâÜ 

äèïÜìïÜéëêìÇç ÉñÖàÜï ÑêèîïìÇäèï êá ïâÜ âêñîÜâêçÖZ 

cyt å 
ct
o 
åü ≤ ht ≡ wtl

y å 
wtåül

o 

ü å  Rtåü ü å  Rtåü 

/	 tâÜ âêñîÜâêçÖ ÑâêêîÜ Ñêèîñéëïäêè ÇèÖ îÇóäèàî îê Çî ïê éÇôäéäõÜ çäáÜ ñïäçäïö îñÉãÜÑï 

ïê âäî äèïÜìïÜéëêìÇç ÉñÖàÜïZ 

Q]= 
" 
ubcyt 9 å  βubcotåü9 

#

s.t. cy åt 

co 
tåü ≤ ht.

ü å  Rtåü 

tâÜ eñçÜì ÑêèÖäïäêè àäóÜîZ 

u;bcyt 9 D  βbü å rtåü9u
;bcotåü 9. 

iè òêìÖîL ïâÜ âêñîÜâêçÖ ÑâêêîÜî îÇóäèàî îê Çî ïê îéêêïâ HïâÜ éÇìàäèÇç ñïäçäïö êáI 

Ñêèîñéëïäêè êóÜì âäî çäáÜMÑöÑçÜN 

/ wäïâ ceis ëìÜáÜìÜèÑÜîL ubc9 D  cü−ü/θ /bü − ü/θ9, ïâÜ eñçÜì ÑêèÖäïäêè ìÜÖñÑÜî ïê 

co 
tåü 

cyt 
D Çβbü å Rtåü9ç

θ . 

QPP 
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läáÜMÑöÑçÜ Ñêèîñéëïäêè àìêòïâ äî ïâñî Çè äèÑìÜÇîäèà áñèÑïäêè êá ïâÜ ìÜïñìè êè îÇóäèàî 

ÇèÖ ïâÜ ÖäîÑêñèï áÇÑïêìN cêéÉäèäèà òäïâ ïâÜ äèïÜìïÜéëêìÇç ÉñÖàÜïL òÜ äèáÜì 

ht D cyt å 
co 
tåü 

ü å  Rtåü 
D cyt å βθ bü å Rtåü9

θ−ücyt 

ÇèÖ ïâÜìÜáêìÜ êëïäéÇç Ñêèîñéëïäêè Öñìäèà öêñïâ äî àäóÜè Éö 

cyt D mbrtåü 9 ! ht 

òâÜìÜ 
ü

mbR9 ≡ 
ü å  βθ bü å R9θ−ü 

. 

fäèÇççöL ñîäèà ïâÜ ëÜìäêÖMQ ÉñÖàÜïL òÜ äèáÜì ïâÇï êëïäéÇç çäáÜMÑöÑçÜ îÇóäèà ÇìÜ àäóÜè Éö 

wtåül
o 

at D wtl
y − mbRtåü9ht D Çü − mbRtåü9çwtl

y − mbRtåü9
ü å  Rtåü 

UNQNR pêëñçÇïäêè gìêòïâ 

/ wÜ ÖÜèêïÜ Éö Nt ïâÜ îäõÜ êá àÜèÜìÇïäêè t ÇèÖ ÇîîñéÜ ïâÇï ëêëñçÇïäêè àìêòî Çï ÑêèîïÇèï 

ìÇïÜ n d 

Ntåü D bü å n9Nt 

/ iï áêççêòî ïâÇï ïâÜ îäõÜ êá ïâÜ çÇÉêì áêìÑÜ äè ëÜìäêÖ t äî 

Lt D Ntl
y å Nt−ülo D Nt 

4 
lo 

ly å 
ü å  n 

5


wÜ âÜèÑÜáêìïâ èêìéÇçäõÜ ly å lo/bü å n9 D ü, îê ïâÇï Lt D Nt. 

/	 rÜéÇìåZ aî ÇçòÇöîL òÜ ÑÇè ìÜäèïÜìëìÜï Nt Çî ÜffÜÑïäóÜ çÇÉêì ÇèÖ n Çî ïâÜ àìêòïâ ìÇïÜ 

êá ÜôêàÜèêñî ïÜÑâèêçêàäÑÇç ÑâÇèàÜN 

QPQ 



UNQNS fäìéî ÇèÖ mÇìåÜï cçÜÇìäèà 

/ lÜï kt D Kt/Lt D Kt/Nt. tâÜ focî áêì ÑêéëÜïäïäóÜ <ìéî äéëçöZ 

rt D f ;bkt9 ≡ rbkt9 

wt D f bkt9 − f ;bkt9kt ≡ wbkt9 

oè ïâÜ êïâÜì âÇèÖL ïâÜ ÇìÉäïìÇàÜ ÑêèÖäïäêè ÉÜïòÜÜè ÑÇëäïÇç ÇèÖ ÉêèÖî äéëçäÜî üå  Rt D 

ü å  rt − δ, ÇèÖ ïâÜìÜáêìÜ 

Rt D f ;bkt9 − δ ≡ rbkt9 − δ 

/	 têïÇç ÑÇëäïÇç äî àäóÜè Éö ïâÜ ïêïÇç îñëëçö êá îÇóäèàîZ 

Ktåü D atNt 

eíñäóÇçÜèïçöL 

bü å n9ktåü D at. 

UNQNT gÜèÜìÇç eíñäçäÉìäñé 

/	 cêéÉäèäèà bü å n9ktåü D at òäïâ ïâÜ êëïäéÇç ìñçÜ áêì îÇóäèàîL ÇèÖ îñÉîïäïñïäèà 

rt D rbkt9 ÇèÖ wt D wbkt9, òÜ äèáÜì ïâÜ áêççêòäèà àÜèÜìÇçMÜíñäçäÉìäñé ìÜçÇïäêè ÉÜïòÜÜè 

îÇóäèàî ÇèÖ ÑÇëäïÇç äè ïâÜ ÜÑêèêéöZ 

wbktåü9l
o 

bü å n9ktåü D Çü − mbrbktåü9 − δ9çwbkt9l
y − mbrbktåü9 − δ9

ü å  rbktåü9 − δ
. 

/ wÜ ìÜòìäïÜ ïâäî Çî Çè äéëçäÑäï ìÜçÇïäêè ÉÜïòÜÜè ktåü ÇèÖ kt d 

Φbktåü , kt9 D Ñ. 

QPR 



∂R 
∂r ∂ 

2 
w 

3 

, 

  
w 

! 

∂m 

14.451 Lecture Notes 

nêïÜ ïâÇï


Φü D bü å n9 å  h
∂m 

∂k 
å mlo 

∂k ü å  r


ΦO D −bü − m9 
∂w 
∂k 
ly . 

rÜÑÇçç ïâÇï ∂m ≶ Ñ ⇔ θ ≷ ü, òâÜìÜÇî ∂r D FKK < Ñ, ∂w D FLK > Ñ, ÇèÖ ∂ 
∂R ∂k ∂k ∂k üår > Ñ.


iï áêççêòî ïâÇï ΦO äî èÜÑÜîîÇìäçö èÜàÇïäóÜL Éñï Φü éÇö ÉÜ êá ÜäïâÜì îäàèZ 

ΦO < Ñ Éñï Φü ≶ Ñ. 

wÜ ÑÇè ïâñî ÇçòÇöî òìäïÜ kt Çî Ç áñèÑïäêè êá ktåü, Éñï ïê òìäïÜ ktåü Çî Ç áñèÑïäêè êá 

kt,òÜ èÜÜÖ Φ ïê ÉÜ éêèêïêèäÑ äè ktåü. 

/ a îñffiÑäÜèï ÑêèÖäïäêè áêì ïâÜ çÇïïÜì ïê ÉÜ ïâÜ ÑÇîÜ äî ïâÇï îÇóäèàî ÇìÜ èêèMÖÜÑìÜÇîäèà 

äè ìÜÇç ìÜïñìèîZ 

θ ≥ ü ⇒ 
∂r 

≥ Ñ ⇒ Φü > Ñ 

iè ïâÇï ÑÇîÜL òÜ ÑÇè äèÖÜÜÖ ÜôëìÜîî ktåü Çî Ç áñèÑïäêè êá kt d 

ktåü D Gbkt9. 

mêìÜêóÜìL G; D − Φ2 > Ñ, ÇèÖ ïâÜìÜáêìÜ ktåü äèÑìÜÇîÜî éêèêïêèäÑÇççö òäïâ kt. hêòÜóÜìLΦ1 

ïâÜìÜ äî èê àñÇìÇèïÜÜ ïâÇï G; < ü. tâÜìÜáêìÜL äè àÜèÜìÇç ïâÜìÜ ÑÇè ÉÜ éñçïäëçÜ îïÜÇÖö 

îïÇïÜî HÇèÖ ëêóÜìïö ïìÇëîIN sÜÜ fäàñìÜ QN 

/	 oè ïâÜ êïâÜì âÇèÖL äá θ äî îñffiÑäÜèïçö çêòÜì ïâÇè üL ïâÜ ÜíñÇïäêè Φbktåü, kt9 D Ñ  éÇö 

âÇóÜ éñçïäëçÜ îêçñïäêèî äè ktåü áêì àäóÜè kt. tâÇï äîL äï äî ëêîîäÉçÜ ïê àÜï ÜíñäçäÉìäñé 

äèÖÜïÜìéäèÇÑöN mñçïäëçÜ ÜíñäçäÉìäÇ äèÖÜÜÖ ïÇåÜ ïâÜ áêìé êá îÜçáMáñç<ççäèà ëìêëâÜîäÜîN 

tâÜ ÇèïäÑäëÇïäêè êá Ç âäàâ ÑÇëäïÇç îïêÑå äè ïâÜ áñïñìÜ çÜÇÖî ÇàÜèïî ïê ÜôëÜÑï Ç çêò 

QPS 



ìÜïñìè êè îÇóäèàîL òâäÑâ äè ïñìè éêïäóÇïÜî âäàâ îÇóäèàî HîäèÑÜ θ <  ü9 ÇèÖ ìÜîñçïî ïê 

Ç âäàâ ÑÇëäïÇç îïêÑå äè ïâÜ áñïñìÜN säéäçÇìçöL ïâÜ ÜôëÜÑïÇïäêè êá çêò k äè ëÜìäêÖ t å ü  

çÜÇÖî ïê âäàâ ìÜïñìèî ÇèÖ çêò îÇóäèàî äè ïâÜ ëÜìäêÖ tL òâäÑâ ÇàÇäè óäèÖäÑÇïÜî äèäïäÇç 

ÜôëÜÑïÇïäêèîN sÜÜ fäàñìÜ RN 

UNR sêéÜ eôÇéëçÜî 

UNRNQ lêà uïäçäïö ÇèÖ cêÉÉMdêñàçÇî tÜÑâèêçêàö 

/	 aîîñéÜ ïâÇï ïâÜ ÜçÇîïäÑäïö êá äèïÜìïÜéëêìÇç îñÉîïäïñïäêè äî ñèäïL ïâÇï ïâÜ ëìêÖñÑïäêè 

ïÜÑâèêçêàö äî cêÉÉMdêñàçÇîL ÇèÖ ïâÇï ÑÇëäïÇç áñççö ÖÜëìÜÑäÇïÜî êóÜì ïâÜ çÜèàïâ êá Ç 

àÜèÜìÇïäêèZ 

ubc9 D  G\ c, f bk9 D  kα, ÇèÖ δ D ü. 

/ iï áêççêòî ïâÇï ïâÜ mpc äî ÑêèîïÇèïL 

ü
m D 

ü å  β 

ÇèÖ êèÜ ëçñî ïâÜ äèïÜìÜîï ìÇïÜ ÜíñÇçî ïâÜ éÇìàäèÇç ëìêÖñÑï êá ÑÇëäïÇçL 

ü å  R D ü å rbk9 − δ D rbk9 

òâÜìÜ 

rbk9 D  f ;bk9 D  αkα−ü 

wbk9 D  f bk9 − f ;bk9k D bü − α9kα. 

/	 sñÉîïäïñïäèà äèïê ïâÜ áêìéñçÇ áêì G, òÜ ÑêèÑçñÖÜ ïâÇï ïâÜ çÇò êá éêïäêè áêì ÑÇëäïÇç 

ìÜÖñÑÜî ïê 

ktåü D Gbkt9 D  
f ;bkt9kt 

D 
αkt

α 

ζbü å n9 ζbü å n9 

QPT
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òâÜìÜ ïâÜ îÑÇçÇì ζ >  Ñ äî àäóÜè Éö 

ζ ≡ 
bü å β9α å bü − α9lo/bü å n9 

βbü − α9ly 

nêïÜ ïâÇï ζ äî äèÑìÜÇîäèà äè loL ÖÜÑìÜÇîäèà äè ly , ÖÜÑìÜÇîäèà äè β, ÇèÖ äèÑìÜÇîäèà äè α 

HÖÜÑìÜÇîäèà äè ü − α9. tâÜìÜáêìÜL G HîÇóäèàîI ÖÜÑìÜÇîÜî òäïâ Çè äèÑìÜÇîÜ äè lo ÇèÖ Ç 

ÖÜÑìÜÇîÜ äè ly , òäïâ Çè ÖÜÑìÜÇîÜ äè β, êì òäïâ Çè äèÑìÜÇîÜ äè αN 

UNRNR sïÜÇÖö sïÇïÜ 

/ tâÜ îïÜÇÖö îïÇïÜ äî Çèö <ôÜÖ ëêäèï êá ïâÜ G éÇëëäèàZ 

kolg D Gbkolg 9 

uîäèà ïâÜ áêìéñçÇ áêì G, òÜ äèáÜì 

f ;bkolg 9 D  ζbü å n9 

ÇèÖ ïâñî kolg D bf ;9−ü bζbü å n99 . 

/	 rÜÑÇçç ïâÇï ïâÜ àêçÖÜè ìñçÜ äî àäóÜè Éö 

f ;bkgold9 D  δ å n, 

ÇèÖ âÜìÜ δ D ü. tâÇï äîL kgold D bf ;9−übü å n9. 

/ pÇìÜïê êëïäéÇçäïö ìÜíñäìÜî 

kolg < kgold ⇔ r > δ å n ⇔ ζ >  ü, 

òâäçÜ döèÇéäÑ ièÜffiÑäÜèÑö êÑÑñìî òâÜè 

kolg > kgold ⇔ r < δ å n ⇔ ζ <  ü. 

QPU 



nêïÜ ïâÇï


ζ D 
bü å β9α å bü − α9lo/bü å n9 

βbü − α9ly 

äî äèÑìÜÇîäèà äè loL ÖÜÑìÜÇîäèà äè ly , ÖÜÑìÜÇîäèà äè β, ÇèÖ äèÑìÜÇîäèà äè α HÖÜÑìÜÇîäèà äè 

ü − α9. tâÜìÜáêìÜL äèÜffiÑäÜèÑö äî çÜîî çäåÜçö ïâÜ âäàâÜì lo, ïâÜ çêòÜì ly , ïâÜ çêòÜì äî β, 

ÇèÖ ïâÜ âäàâÜì α. 

/ pìêóäÖÜ äèïñäïäêèNNN 

/	 iè àÜèÜìÇçL ζ ÑÇè ÉÜ ÜäïâÜì âäàâÜì êì çêòÜì ïâÇè ü. tâÜìÜ äî ïâñî èê àñÇìÇèïÜÜ ïâÇï 

ïâÜìÜ òäçç ÉÜ èê ÖöèÇéäÑ äèÜffiÑäÜèÑöN bñïL aÉÜç Üï Çç ÇìàñÜ ïâÇï ïâÜ ÜéëäìäÑÇç ÜóäÖÜèÑÜ 

îñààÜîïî r > δ å n, ÇèÖ ïâÜìÜáêìÜ èê ÜóäÖÜèÑÜ êá ÖöèÇéäÑ äèÜffiÑäÜèÑöN 

UNRNS nê lÇÉêì ièÑêéÜ wâÜè oçÖZ tâÜ däÇéêèÖ mêÖÜç 

/	 aîîñéÜ lo D Ñ  ÇèÖ ïâÜìÜáêìÜ ly D ü. tâÇï äîL âêñîÜâêçÖ òêìå êèçö òâÜè öêñèàN tâäî 

ÑÇîÜ ÑêììÜîëêèÖî ïê däÇéêèÖGî olg éêÖÜçN 

/ iè ïâäî ÑÇîÜL ζ ìÜÖñÑÜî ïê 

ζ D 
bü å β9α 
βbü − α9 

. 

üζ äî äèÑìÜÇîäèà äè α ÇèÖ ζ D ü  ⇔ α D 
Oåü/β . tâÜìÜáêìÜL 

r ≷ n å δ ⇔ ζ ≷ ü ⇔ α ≷ bO å ü/β9−ü 

nêïÜ ïâÇïL äá β ∈ bÑ, ü9, ïâÜè bOåü/β9−ü ∈ bÑ, ü/)9 ÇèÖ ïâÜìÜáêìÜ ÖöèÇéäÑ äèÜffiÑäÜèÑö äî 

ëêîîäÉçÜ êèçö äá α äî îñffiÑäÜèïçö çêòÜì ïâÇè ü/). tâäî îñààÜîïî ïâÇï ÖöèÇéäÑ äèÜffiÑäÜèÑö 

äî ìÇïâÜì ñèçäåÜçöN hêòÜóÜìL äè Çè olg éêÖÜç β ÑÇè ÉÜ âäàâÜì ïâÇè ü, ÇèÖ ïâÜ âäàâÜì 

β ïâÜ éêìÜ çäåÜçö ïê àÜï ÖöèÇéäÑ äèÜffiÑäÜèÑö äè ïâÜ däÇéêèÖ éêÖÜçN 

QPV 



14.451 Lecture Notes 

/	 fäèÇççöL èêïÜ ïâÇï ÖöèÇéäÑ äèÜffiÑäÜèÑö ÉÜÑêéÜî çÜîî çäåÜçö Çî òÜ äèÑìÜÇîÜ lo, ïâÇï äîL Çî 

òÜ äèÑìÜÇîÜ äèÑêéÜ òâÜè êçÖ HâäèïZ ìÜïäìÜéÜèï ÉÜèÜ<ïîIN 

UNRNT pÜìëÜïñÇç yêñïâZ tâÜ bçÇèÑâÇìÖ mêÖÜç 

/	wÜ èêò ìÜäèïÜìëìÜï n Çî ïâÜ ìÇïÜ êá ÜôêàÜèêñî ïÜÑâèêçêàäÑÇç àìêòïâN wÜ ÇîîñéÜ ïâÇï 

âêñîÜâêçÖ òêìå ïâÜ îÇéÜ Çéêñèï êá ïäéÜ äè ÜóÜìö ëÜìäêÖL éÜÇèäèà ïâÇï äè ÜffÜÑïäóÜ 

ïÜìéî lo D bü å n9ly . uèÖÜì ïâÜ èêìéÇçäõÇïäêè ly å lo/bü å n9 D üL òÜ äèáÜì ly D 

lo/bü å n9 D ü/O. 

/ tâÜ îÑÇçÇì ζ ìÜÖñÑÜî ïê 

ζ D 
Obü å β9α å bü − α9 

βbü − α9 

nêïÜ ïâÇï ζ äî äèÑìÜÇîäèà äè αL ÇèÖ îäèÑÜ α >  Ñ, òÜ âÇóÜ 

ü
ζ >  

Obü å β9Ñ å bü − Ñ9 
D 
β
.

βbü − Ñ9 

/ iá β ∈ bÑ, ü9, äï äî èÜÑÜîîÇìäçö ïâÜ ÑÇîÜ ïâÇï ζ >  ü. iï áêççêòî ïâÇï èÜÑÜîîÇìäçö r > n å δ 

ÇèÖ ïâñî 

kblanchard < kgold, 

éÜÇèäèà ïâÇï äï äî äéëêîîäÉçÜ ïê àÜï ÖöèÇéäÑ äèÜffiÑäÜèÑöN 

/ mêìÜêóÜìL ìÜÑÇçç ïâÇï ïâÜ îïÜÇÖö îïÇïÜ äè ïâÜ rÇéîÜö éêÖÜç äî àäóÜè Éö 

βÇü å f ;bkramsey 9 − δç D ü å n ⇔ 

f ;bkramsey 9 D  bü å n9/β ⇔ 

kramsey D bf 
;9−übbü å n9/β9 

QPW 



òâäçÜ ïâÜ olg éêÖÜç âÇî 

f ;bkblanchard9 D  ζbü å n9 ⇔ 

kblanchard D bf 
;9−übζbü å n99 

säèÑÜ ζ >  ü/β, òÜ ÑêèÑçñÖÜ ïâÇï ïâÜ îïÜÇÖö îïÇïÜ äè bçÇèÑâÇìÖGî éêÖÜç äî èÜÑÜîîÇìäçö 

çêòÜì ïâÇè äè ïâÜ rÇéîÜö éêÖÜçN wÜ ÑêèÑçñÖÜ 

kblanchard < kramsey < kgold. 

/ däîÑñîî ïâÜ ìêçÜ êá 0ëÜìëÜïñÇç öêñïâ1 ÇèÖ 0èÜòMÑêéÜìî1N 

UNS rÇéîÜö mÜÜïî däÇéêèÖZ tâÜ bçÇèÑâÇìÖ mêÖÜç 

ïêëäÑ ÑêóÜìÜÖ äè ìÜÑäïÇïäêè 

èêïÜî ïê ÉÜ ÑêéëçÜïÜÖ 

UNT vÇìäêñî iéëçäÑÇïäêèî 

/ döèÇéäÑ äèÜffiÑäÜèÑö ÇèÖ ïâÜ ìêçÜ êá àêóÜìèéÜèï 

/ räÑÇìÖäÇè ÜíñäóÇçÜèÑÜ ÉìÜÇåîL ëñÉçäÑ ÖÜÉï ÑìêòÖî êñï äèóÜîïéÜèïN 

/ fñççöMáñèÖÜÖ îêÑäÇç îÜÑñìäïö óÜìîñî ëÇöMÇîMöêñMàêN 

/	 bñÉÉçÜî 

èêïÜî ïê ÉÜ ÑêéëçÜïÜÖ 

QPX




câÇëïÜì V


eèÖêàÜèêñî gìêòïâ iZ AK, H, ÇèÖ G


VNQ tâÜ säéëçÜ AK mêÖÜç 

VNQNQ pÇìÜïê aççêÑÇïäêèî 

/ têïÇç êñïëñï äè ïâÜ ÜÑêèêéö äî àäóÜè Éö 

Yt D F bKt, Lt9 D  AKt, 

òâÜìÜ A >  Ñ äî Çè ÜôêàÜèêñî ëÇìÇéÜïÜìN iè äèïÜèîäóÜ áêìéL 

yt D f bkt9 D  Akt. 

/	 tâÜ îêÑäÇç ëçÇèèÜìGî ëìêÉçÜé äî ïâÜ îÇéÜ Çî äè ïâÜ rÇéîÜö éêÖÜçL ÜôÑÜëï áêì ïâÜ áÇÑï 

ïâÇï êñïëñï äî çäèÜÇì äè ÑÇëäïÇçZ 

Q]= 
∞x 
tDÑ 

ubct9 

s.t. ct å ktåü ≤ f bkt9 å bü − δ9kt 

QPY 



/ tâÜ eñçÜì ÑêèÖäïäêè àäóÜî 
u;bct9 
u;bctåü9

D β bü å A − δ9 

aîîñéäèà ceisL ïâäî ìÜÖñÑÜî ïê 

ctåü 
D Çβ bü å A − δ9çθ 

ct 

êì 

G\ ctåü − G\ ct D θbR − ρ9 

òâÜìÜ R D A − δ äî ïâÜ èÜï îêÑäÇç ìÜïñìè êè ÑÇëäïÇçN tâÇï äîL Ñêèîñéëïäêè àìêòïâ 

äî ëìêëêìïäêèÇç ïê ïâÜ ÖäffÜìÜèÑÜ ÉÜïòÜÜè ïâÜ ìÜÇç ìÜïñìè êè ÑÇëäïÇç ÇèÖ ïâÜ ÖäîÑêñèï 

ìÇïÜN nêïÜ ïâÇï èêò ïâÜ ìÜÇç ìÜïñìè äî Ç ÑêèîïÇèïL ìÇïâÜì ïâÇè Öäéäèäîâäèà òäïâ ÑÇëäïÇç 

ÇÑÑñéñçÇïäêèN 

/ nêïÜ ïâÇï ïâÜ ìÜîêñìÑÜ ÑêèîïìÇäèï ÑÇè ÉÜ ìÜòìäïïÜè Çî 

ct å ktåü D bü å A − δ9kt. 

säèÑÜ ïêïÇç ìÜîêñìÑÜî HïâÜ rhsI ÇìÜ çäèÜÇì äè k, Çè ÜÖñÑÇïÜÖ àñÜîî äî ïâÇï êëïäéÇç 

Ñêèîñéëïäêè ÇèÖ äèóÜîïéÜèï ÇìÜ Ççîê çäèÜÇì äè k. wÜ ïâñî ëìêëêîÜ 

ct D bü − s9bü å A − δ9kt 

ktåü D sbü å A − δ9kt 

òâÜìÜ ïâÜ ÑêÜffiÑäÜèï s äî ïê ÉÜ ÖÜïÜìéäèÜÖ ÇèÖ éñîï îÇïäîáö s ∈ bÑ, ü9 áêì ïâÜ îêçñïäêè 

ïê ÜôäîïN 

/ iï áêççêòî ïâÇï 
ctåü ktåü ytåü

D D 
ct kt yt 

QQP
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îê ïâÇï ÑêèîñéëïäêèL ÑÇëäïÇç ÇèÖ äèÑêéÜ Ççç àìêò Çï ïâÜ îÇéÜ ìÇïÜN tê ÜèîñìÜ ëÜìëÜïñÇç 

àìêòïâL òÜ ïâñî èÜÜÖ ïê äéëêîÜ 

β bü å A − δ9 > ü, 

êì ÜíñäóÇçÜèïçö A − δ > ρ. iá ïâÇï ÑêèÖäïäêè òÜìÜ èêï îÇïäî<ÜÖL ÇèÖ äèîïÜÇÖ A − δ < ρ, 

ïâÜè ïâÜ ÜÑêèêéö òêñçÖ îâìäèå Çï Ç ÑêèîïÇèï ìÇïÜ ïêòÇìÖî õÜìêN 

/ fìêé ïâÜ ìÜîêñìÑÜ ÑêèîïìÇäèï òÜ ïâÜè âÇóÜ 

k

ct

t 
å 
ktåü 

D bü å A − δ9, 
kt 

äéëçöäèà ïâÇï ïâÜ ÑêèîñéëïäêèMÑÇëäïÇç ìÇïäê äî àäóÜè Éö 

ct 
kt 
D bü å A − δ9 − Çβ bü å A − δ9çθ 

uîäèà ct D bü − s9bü å A − δ9kt ÇèÖ îêçóäèà áêì s òÜ ÑêèÑçñÖÜ ïâÇï ïâÜ êëïäéÇç îÇóäèà 

ìÇïÜ äî 

s D βθ bü å A − δ9θ−ü . 

eíñäóÇçÜèïçöL s D βθ bü å R9θ−ü, òâÜìÜ R D A − δ äî ïâÜ èÜï îêÑäÇç ìÜïñìè êè ÑÇëäïÇçN 

nêïÜ ïâÇï ïâÜ îÇóäèà ìÇïÜ äî äèÑìÜÇîäèà HÖÜÑìÜÇîäèàI äè ïâÜ ìÜÇç ìÜïñìè äá ÇèÖ êèçö äá ïâÜ 

eis äî âäàâÜì HçêòÜìI ïâÇè ñèäïL ÇèÖ s D β áêì θ D ü. fäèÇççöL ïê ÜèîñìÜ s ∈ bÑ, ü9, òÜ 

äéëêîÜ 

βθ bü å A − δ9θ−ü < ü. 

tâäî äî ÇñïêéÇïäÑÇççö ÜèîñìÜÖ òâÜè θ ≤ ü ÇèÖ β bü å A − δ9 > ü, Çî ïâÜè s D 

βθ bü å A − δ9θ−ü ≤ β <  ü. bñï òâÜè θ >  ü, ïâäî ëñïî Çè ñëëÜì ÉêñèÖ êè AN iá 

A ÜôÑÜÜÖÜÖ ïâÇï ñëëÜì ÉêñèÖL ïâÜè ïâÜ îêÑäÇç ëçÇèèÜì ÑêñçÖ ÇïïÇäè äè<èäïÜ ñïäçäïöL ÇèÖ 

ïâÜ ëìêÉçÜé äî èêï òÜççMÖÜ<èÜÖN 

QQQ 



/ wÜ ÑêèÑçñÖÜ ïâÇï 

pìêëêîäïäêè RR cêèîäÖÜì ïâÜ îêÑäÇç ëçÇèèÜìGî ëìêÉçÜé òäïâ çäèÜÇì ïÜÑâèêçêàö f bk9 D  Ak 

ÇèÖ ceis ëìÜáÜìÜèÑÜîN sñëëêîÜ bβ, θ, A, δ9 îÇïäîáö β bü å A − δ9 > ü > βθ bü å A − δ9θ−ü . 

tâÜèL ïâÜ ÜÑêèêéö ÜôâäÉäïî Ç ÉÇçÇèÑÜÖ àìêòïâ ëÇïâN cÇëäïÇçL êñïëñïL ÇèÖ Ñêèîñéëïäêè Ççç 

àìêò Çï Ç ÑêèîïÇèï ìÇïÜ àäóÜè Éö 

ktåü 
D 
ytåü 

D 
ctåü 

D Çβ bü å A − δ9çθ > ü.
kt yt ct 

òâäçÜ ïâÜ äèóÜîïéÜèï ìÇïÜ êñï êá ïêïÇç ìÜîêñìÑÜî äî àäóÜè Éö 

s D βθ bü å A − δ9θ−ü . 

tâÜ àìêòïâ ìÇïÜ äî äèÑìÜÇîäèà äè ïâÜ èÜï ìÜïñìè ïê ÑÇëäïÇçL äèÑìÜÇîäèà äè ïâÜ ÜçÇîïäÑäïö êá 

äèïÜìïÜéëêìÇç îñÉîïäïñïäêèL ÇèÖ ÖÜÑìÜÇîäèà äè ïâÜ ÖäîÑêñèï ìÇïÜN 

VNQNR tâÜ fìäÑïäêèçÜîî cêéëÜïäïäóÜ eÑêèêéö 

/	 cêèîäÖÜì èêò âêò ïâÜ îêÑäÇç ëçÇèèÜìGî ÇççêÑÇïäêè äî ÖÜÑÜèïìÇçäõÜÖ äè Ç ÑêéëÜïäïäóÜ 

éÇìåÜï ÜÑêèêéöN 

/	 sñëëêîÜ ïâÇï ïâÜ îÇéÜ ïÜÑâèêçêàö ïâÇï äî ÇóÇäçÇÉçÜ ïê ïâÜ îêÑäÇç ëçÇèèÜì äî ÇóÇäçÇÉçÜ ïê 

ÜÇÑâ îäèàçÜ <ìé äè ïâÜ ÜÑêèêéöN tâÜèL ïâÜ ÜíñäçäÉìäñé ìÜèïÇç ìÇïÜ êá ÑÇëäïÇç ÇèÖ ïâÜ 

ÜíñäçäÉìäñé òÇàÜ ìÇïÜ òäçç ÉÜ àäóÜè îäéëçö 

r D A ÇèÖ w D Ñ. 

/ tâÜ ÇìÉäïìÇàÜ ÑêèÖäïäêè ÉÜïòÜÜè ÉêèÖî ÇèÖ ÑÇëäïÇç òäçç äéëçö ïâÇï ïâÜ äèïÜìÜîï ìÇïÜ äî 

R D r − δ D A − δ. 

QQR 
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/ fäèÇççöL ïâÜ eñçÜì ÑêèÖäïäêè áêì ïâÜ âêñîÜâêçÖ òäçç àäóÜ 

ctåü 
D Çβ bü å R9çθ .

ct 

/	wÜ ÑêèÑçñÖÜ ïâÇï ïâÜ ÑêéëÜïäïäóÜ éÇìåÜï ÇççêÑÇïäêèî ÑêäèÑäÖÜ òäïâ ïâÜ pÇìÜïê êëïäéÇç 

ëçÇèN nêïÜ ïâÇï ïâäî äî ïìñÜ êèçö ÉÜÑÇñîÜ ïâÜ ëìäóÇïÜ ÇèÖ ïâÜ îêÑäÇç ìÜïñìè ïê ÑÇëäïÇç 

ÑêäèÑäÖÜN 

VNR a säéëçÜ mêÖÜç êá hñéÇè cÇëäïÇç 

VNRNQ pÇìÜïê aççêÑÇïäêèî 

/ têïÇç êñïëñï äè ïâÜ ÜÑêèêéö äî àäóÜè Éö 

Yt D F bKt,Ht9 D  F bKt, htLt9, 

òâÜìÜ F äî Ç èÜêÑçÇîîäÑÇç ëìêÖñÑïäêè áñèÑïäêèL Kt äî ÇààìÜàÇïÜ ÑÇëäïÇç äè ëÜìäêÖ t, ht 

äî âñéÇè ÑÇëäïÇç ëÜì òêìåÜìL ÇèÖ Ht D htLt äî ÜffÜÑïäóÜ çÇÉêìN 

/ nêïÜ ïâÇïL ÖñÜ ïê crsL òÜ ÑÇè ìÜòìäïÜ êñïëñï ëÜì ÑÇëäïÇ Çî 

yt D F bkt, ht9 D  F 

2 
kt 
, ü

ht 

3

ht 

kt å ht 
Çkt å htç D  

êì ÜíñäóÇçÜèïçö


yt D F bkt, ht9 D  A bκt9 Çkt å htç, 

òâÜìÜ κt D kt/ht D Kt/Ht äî ïâÜ ìÇïäê êá ëâöîäÑÇç ïê âñéÇè ÑÇëäïÇçL kt å ht éÜÇîñìÜî 

ïêïÇç ÑÇëäïÇçL ÇèÖ 

A bκ9 ≡ 
F bκ, ü9 f bκ9≡
ü å  κ ü å  κ


ìÜëìÜîÜèïî ïâÜ ìÜïñìè ïê ïêïÇç ÑÇëäïÇçN 

QQS 



/	 têïÇç êñïëñï ÑÇè ÉÜ ñîÜÖ áêì Ñêèîñéëïäêè êì äèóÜîïéÜèï äè ÜäïâÜì ïöëÜ êá ÑÇëäïÇçL îê 

ïâÇï ïâÜ ìÜîêñìÑÜ ÑêèîïìÇäèï êá ïâÜ ÜÑêèêéö äî àäóÜè Éö 

ct å ikt å iht ≤ yt. 

tâÜ çÇòî êá éêïäêè áêì ïòê ïöëÜî êá ÑÇëäïÇç ÇìÜ 

ktåü D bü − δk 9kt å it
k 

htåü D bü − δh9ht å it
h 

aî çêèà Çî èÜäïâÜì ikt èêì i
h
t ÇìÜ ÑêèîïìÇäèÜÖ ïê ÉÜ ëêîäïäóÜL ïâÜ ìÜîêñìÑÜ ÑêèîïìÇäèï ÇèÖ 

ïâÜ ïòê çÇòî êá éêïäêè ÇìÜ ÜíñäóÇçÜèï ïê Ç îäèàçÜ ÑêèîïìÇäèïL èÇéÜçö 

ct å ktåü å htåü ≤ F bkt, ht9 å bü − δk 9kt å bü − δh9ht 

/ tâÜ îêÑäÇç ëçÇèèÜìGî ëìêÉçÜé ïâñî ÉÜÑêéÜî 

Q]= 
∞x 
tDÑ 

ubct9 

s.t. ct å ktåü å htåü ≤ F bkt, ht9 å bü − δk 9kt å bü − δh9ht 

/	 säèÑÜ ïâÜìÜ ÇìÜ ïòê ïöëÜî êá ÑÇëäïÇçL òÜ âÇóÜ ïòê eñçÜì ÑêèÖäïäêèîL êèÜ áêì ÜÇÑâ ïöëÜ 

êá ÑÇëäïÇçN tâÜ êèÜ áêì ëâöîäÑÇç ÑÇëäïÇç äî 

u;bct9 
u;bctåü9

D β Çü å Fk bktåü, htåü9 − δk ç , 

òâäçÜ ïâÜ êèÜ áêì âñéÇè ÑÇëäïÇç äî 

u;bct9 
u;bctåü 9

D β Çü å Fhbktåü, htåü9 − δhç . 

QQT 
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/ cêéÉäèäèà ïâÜ ïòê eñçÜì ÑêèÖäïäêèL òÜ äèáÜì 

Fkbktåü, htåü9 − δk D Fhbktåü, htåü9 − δh. 

rÜéÜéÉÜì ïâÇï F äî crsL äéëçöäèà ïâÇï Éêïâ Fk ÇèÖ Fh ÇìÜ áñèÑïäêèî êá ïâÜ ìÇïäê 

κtåü D ktåü/htåü. iè ëÇìïäÑñçÇìL Fk äî ÖÜÑìÜÇîäèà äè κ ÇèÖ Fh äî äèÑìÜÇîäèà äè κ. tâÜ 

ÇÉêóÜ ÑêèÖäïäêè ïâÜìÜáêìÜ ÖÜïÜìéäèÜî Ç ñèäíñÜ êëïäéÇç ìÇïäê κ∗ îñÑâ ïâÇï 

ktåü 
D κtåü D κ∗ 

htåü 

Fk α háêì Ççç t ≥ Ñ. fêì ÜôÇéëçÜL äá F bk, h9 D  kαhü−α ÇèÖ δk D δh, ïâÜè 
Fh 
D 

ü−α k ÇèÖ 

αïâÜìÜáêìÜ κ∗ D 
ü−α . mêìÜ àÜèÜìÇççöL ïâÜ êëïäéÇç ëâöîäÑÇçMïêMâñéÇè ÑÇëäïÇç ìÇïäê äî 

äèÑìÜÇîäèà äè ïâÜ ìÜçÇïäóÜ ëìêÖñÑïäóäïö êá ëâöîäÑÇç ÑÇëäïÇç ÇèÖ ÖÜÑìÜÇîäèà äè ïâÜ ìÜçÇïäóÜ 

ÖÜëìÜÑäÇïäêè ìÇïÜ êá ëâöîäÑÇç ÑÇëäïÇçN 

/	mñçïäëçöäèà ïâÜ eñçÜì ÑêèÖäïäêè áêì k òäïâ ktåü /bktåü å htåü9 ÇèÖ ïâÜ êèÜ áêì h òäïâ 

htåü /bktåü å htåü9, ÇèÖ îñééäèà ïâÜ ïòê ïêàÜïâÜìL òÜ äèáÜì ïâÜ áêççêòäèà 0òÜäàâïÜÖ1 

eñçÜì ÑêèÖäïäêèZ 

u;bct9 
: ;
ü å  

ktåüÇFkbktåü, htåü9 − δk ç å  htåüÇFhbktåü, htåü9 − δhç 
ktåü å htåü 

D β 
u;bctåü9 

bö crsL òÜ âÇóÜ 

Fkbktåü, htåü9ktåü å Fhbktåü, htåü9htåü D F bktåü, htåü9 D  A bκtåü9 Çktåü å htåüç 

iï áêççêòî ïâÇï 
u;bct9 

: 
ü å  A bκtåü9 − 

δk ktåü å δhhtåü 
;

ktåü å htåü 
D β

u;bctåü9 

uîäèà ïâÜ áÇÑï ïâÇï κtåü D κ∗, ÇèÖ çÜïïäèà 

A∗ ≡ A bκ∗9 ≡ 
F bκ∗, ü9 
ü å  κ∗ 

QQU 



ìÜëìÜîÜèï ïâÜ 0ÜffÜÑïäóÜ1 ìÜïñìè ïê ïêïÇç ÑÇëäïÇç ÇèÖ 

κ∗ ü
δ∗ ≡ 

ü å  κ∗ 
δk å 

ü å  κ∗ 
δh 

ïâÜ 0ÜffÜÑïäóÜ1 ÖÜëìÜÑäÇïäêè ìÇïÜ êá ïêïÇç ÑÇëäïÇçL òÜ ÑêèÑçñÖÜ ïâÇï ïâÜ 0òÜäàâïÜÖ1 eñçÜì 

ÑêèÖäïäêè ÜóÇçñÇïÜÖ Çï ïâÜ êëïäéÇç ëâöîäÑÇçMïêMâñéÇè ÑÇëäïÇç ìÇïäê äî 

u;bct9 
u;bctåü9

D β Çü å A∗ − δ∗ç . 

/ aîîñéäèà ceisL ïâäî ìÜÖñÑÜî ïê 

ctåü 
D Çβ bü å A∗ − δ∗9çθ 

ct 

êì 

G\ ctåü − G\ ct D θbA∗ − δ∗ − ρ9 

òâÜìÜA∗ − δ∗ äî ïâÜ èÜï îêÑäÇç ìÜïñìè ïê ïêïÇç îÇóäèàîN nêïÜ ïâÇï ïâÜ ìÜïñìè äî ÑêèîïÇèï 

Ççêèà ïâÜ ÉÇçÇèÑÜÖ àìêòïâ ëÇïâL Éñï äï äî èêï ÜôêàÜèêñîN iï äèîïÜÇÖ ÖÜëÜèÖî êè ïâÜ ìÇïäê 

êá ëâöîäÑÇç ïê âñéÇè ÑÇëäïÇçN tâÜ çÇïïÜì äî ÖÜïÜìéäèÜÖ êëïäéÇççö îê Çî ïê éÇôäéäõÜ 

ïâÜ èÜï ìÜïñìè êè ïêïÇç îÇóäèàîN tê îÜÜ ïâäîL èêïÜ ïâÇï ktåü/htåü D κ∗ äèÖÜÜÖ îêçóÜî ïâÜ 

áêççêòäèà ëìêÉçÜé 

Q]= F bktåü, htåü9 − δkktåü − δhhtåü 

s.t. ktåü å htåü D constant 

/ gäóÜè ïâÜ êëïäéÇç ìÇïäê κ∗, ïâÜ ìÜîêñìÑÜ ÑêèîïìÇäèï ÑÇè ÉÜ ìÜòìäïïÜè Çî 

ct å Çktåü å htåüç D  bü å A∗ − δ∗9Çkt å htç. 

QQV 
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läåÜ äè ïâÜ îäéëçÜ Ak éêÖÜçL Çè ÜÖñÑÇïÜÖ àñÜîî äî ïâÜè ïâÇï êëïäéÇç Ñêèîñéëïäêè ÇèÖ 

ïêïÇç äèóÜîïéÜèï ÇìÜ Ççîê çäèÜÇì äè ïêïÇç ÑÇëäïÇçZ 

ct D bü − s9bü å A∗ − δ∗9Çkt å htç, 

ktåü å htåü D sbü å A∗ − δ∗9Çkt å htç. 

tâÜ êëïäéÇç îÇóäèà ìÇïÜ s äî àäóÜè Éö 

s D βθ bü å A∗ − δ∗9θ−ü . 

/ wÜ ÑêèÑçñÖÜ ïâÇï 

pìêëêîäïäêè RS cêèîäÖÜì ïâÜ îêÑäÇç ëçÇèèÜìGî ëìêÉçÜé òäïâ crs ïÜÑâèêçêàö F bk, h9 êóÜì 

ëâöîäÑÇç ÇèÖ âñéÇè ÑÇëäïÇç ÇèÖ ceis ëìÜáÜìÜèÑÜîN lÜï κ∗ ÉÜ ïâÜ ìÇïäê k/h ïâÇï éÇôäéäõÜî 

F bk, h9 − δk k − δhh áêì Çèö àäóÜè k å h, ÇèÖ çÜï 

κ∗ 

A∗ ≡ 
F bκ∗, ü9 

ÇèÖ δ∗ ≡ 
ü å  κ∗ 

δk å 
ü å

ü 
κ∗ 
δh

ü å  κ∗ 

sñëëêîÜ bβ, θ, F, δk , δh9 îÇïäîáö β bü å A∗ − δ∗9 > ü > βθ bü å A∗ − δ∗9θ−ü . tâÜèL ïâÜ ÜÑêèM 

êéö ÜôâäÉäïî Ç ÉÇçÇèÑÜÖ àìêòïâ ëÇïâN pâöîäÑÇç ÑÇëäïÇçL âñéÇè ÑÇëäïÇçL êñïëñïL ÇèÖ ÑêèîñéëM 

ïäêè Ççç àìêò Çï Ç ÑêèîïÇèï ìÇïÜ àäóÜè Éö 

ytåü 
D 
ctåü 

D Çβ bü å A∗ − δ∗9çθ > ü.
ctyt 

òâäçÜ ïâÜ äèóÜîïéÜèï ìÇïÜ êñï êá ïêïÇç ìÜîêñìÑÜî äî àäóÜè Éö s D βθ bü å A∗ − δ∗9θ−ü ÇèÖ ïâÜ 

êëïäéÇç ìÇïäê êá ëâöîäÑÇç ïê âñéÇè ÑÇëäïÇç äî ktåü/htåü D κ∗. tâÜ àìêòïâ ìÇïÜ äî äèÑìÜÇîM 

äèà äè ïâÜ ëìêÖñÑïäóäïö êá ÜäïâÜì ïöëÜ êá ÑÇëäïÇçL äèÑìÜÇîäèà äè ïâÜ ÜçÇîïäÑäïö êá äèïÜìïÜéëêìÇç 

îñÉîïäïñïäêèL ÇèÖ ÖÜÑìÜÇîäèà äè ïâÜ ÖäîÑêñèï ìÇïÜN 

QQW 



VNRNR mÇìåÜï aççêÑÇïäêèî 

/	 cêèîäÖÜì èêò âêò ïâÜ îêÑäÇç ëçÇèèÜìGî ÇççêÑÇïäêè äî ÖÜÑÜèïìÇçäõÜÖ äè Ç ÑêéëÜïäïäóÜ 

éÇìåÜï ÜÑêèêéöN 

/ tâÜ âêñîÜâêçÖ ÉñÖàÜï äî àäóÜè Éö 

ct å ikt å iht å btåü ≤ yt å bü å  Rt9bt. 

ÇèÖ ïâÜ çÇòî êá éêïäêè áêì ïâÜ ïòê ïöëÜî êá ÑÇëäïÇç ÇìÜ 

ktåü D bü − δk 9kt å it
k 

htåü D bü − δh9ht å it
h 

wÜ ÑÇè ïâñî òìäïÜ ïâÜ âêñîÜâêçÖ ÉñÖàÜï Çî 

ct å ktåü å htåü å btåü ≤ bü å rt − δk 9kt å bü å  wt − δh9ht å bü å  Rt9bt. 

nêïÜ ïâÇï rt − δk ÇèÖ wt − δh ìÜëìÜîÜèï ïâÜ éÇìåÜï ìÜïñìèî ïê ëâöîäÑÇç ÇèÖ âñéÇè 

ÑÇëäïÇçL ìÜîëÜÑïäóÜçöN 

/	 sñëëêîÜ ïâÇï ïâÜ îÇéÜ ïÜÑâèêçêàö ïâÇï äî ÇóÇäçÇÉçÜ ïê ïâÜ îêÑäÇç ëçÇèèÜì äî ÇóÇäçÇÉçÜ ïê 

ÜÇÑâ îäèàçÜ <ìé äè ïâÜ ÜÑêèêéöN tâÜèL ïâÜ ÜíñäçäÉìäñé ìÜèïÇç ìÇïÜ êá ÑÇëäïÇç ÇèÖ ïâÜ 

ÜíñäçäÉìäñé òÇàÜ ìÇïÜ òäçç ÉÜ àäóÜè îäéëçö 

rt D Fk bκt, ü9 ÇèÖ wt D Fhbκt, ü9, 

òâÜìÜ κt D kt/ht. 

/ tâÜ ÇìÉäïìÇàÜ ÑêèÖäïäêè ÉÜïòÜÜè ÉêèÖî ÇèÖ ïâÜ ïòê ïöëÜî êá ÑÇëäïÇç äéëçö ïâÇï 

Rt D rt − δk D wt − δh. 

QQX 
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cêéÉäèäèà ïâÜ ÇÉêóÜ òäïâ ïâÜ <ìéîG focL òÜ äèáÜì 

Fk bκt, ü9 rt δh 
D D 

Fhbκt, ü9 wt δk 

ÇèÖ ïâÜìÜáêìÜ κt D κ∗, çäåÜ äè ïâÜ pÇìÜïê êëïäéñéN iï áêççêòî ïâÜè ïâÇï 

Rt D A∗ − δ∗, 

òâÜìÜ A∗ ÇèÖ δ∗ ÇìÜ ÖÜ<èÜÖ Çî ÇÉêóÜN 

/ fäèÇççöL ïâÜ eñçÜì ÑêèÖäïäêè áêì ïâÜ âêñîÜâêçÖ äî 

u;bct9 
u;bctåü 9

D β bü å Rt9 . 

uîäèà Rt D A∗ − δ∗, òÜ ÑêèÑçñÖÜ 

ytåü 
D 
ctåü 

D Çβ bü å A∗ − δ∗9çθ 
ctyt 

/	 hÜèÑÜL ïâÜ ÑêéëÜïäïäóÜ éÇìåÜï ÇççêÑÇïäêèî êèÑÜ ÇàÇäè ÑêäèÑäÖÜ òäïâ ïâÜ pÇìÜïê êëïäéÇç 

ëçÇèN nêïÜ ïâÇï ÇàÇäè ïâäî äî ïìñÜ êèçö ÉÜÑÇñîÜ ïâÜ ëìäóÇïÜ ÇèÖ ïâÜ îêÑäÇç ìÜïñìè ïê 

ÜÇÑâ ïöëÜ êá ÑÇëäïÇç ÑêäèÑäÖÜN 

VNS lÜÇìèäèà Éö eÖñÑÇïäêè HoõÇòÇ ÇèÖ lñÑÇîI 

îÜÜ ëìêÉçÜé îÜï 

èêïÜî ïê ÉÜ ÑêéëçÜïÜÖ 

QQY 



VNT lÜÇìèäèà Éö dêäèà ÇèÖ kèêòçÜÖàÜ sëäççêóÜìî HaìM 

ìêò ÇèÖ rêéÜìI 

VNTNQ mÇìåÜï aççêÑÇïäêèî 

/ oñïëñï áêì <ìé m äî àäóÜè Éö 

mYt
m D F bKt , htL

m
t 9 

òâÜìÜ ht ìÜëìÜîÜèïî ïâÜ ÇààìÜàÇïÜ çÜóÜç êá âñéÇè ÑÇëäïÇç êì åèêòçÜÖàÜN ht äî ÜèÖêàÜM 

èêñîçö ÖÜïÜìéäèÜÖ äè ïâÜ ÜÑêèêéö HòÜ òäçç îëÜÑäáö äè Ç éêéÜèï âêòIL Éñï äï äî ïÇåÜè 

Çî ÜôêàÜèêñî áìêé ÜäïâÜì <ìéî êì âêñîÜâêçÖîN 

/ fäìé ëìê<ïî ÇìÜ àäóÜè Éö 

Π
m m m 
t D F bKt , htL

m
t 9 − rtKt − wtLt

m 

tâÜ focî àäóÜ


mrt D FK bKt , htL
m
t 9 

mwt D FL bKt , htL
m
t 9 ht 

m uîäèà ïâÜ éÇìåÜï ÑçÜÇìäèà ÑêèÖäïäêèî áêì ëâöîäÑÇç ÑÇëäïÇç ÇèÖ çÇÉêìL òÜ äèáÜì Kt /L
m
t D


kt, òâÜìÜ kt äî ïâÜ ÇààìÜàÇïÜ ÑÇëäïÇç çÇÉêì ìÇïäê äè ïâÜ ÜÑêèêéöN wÜ ÑêèÑçñÖÜ ïâÇïL 

àäóÜè kt ÇèÖ ht, éÇìåÜï ëìäÑÜî ÇìÜ àäóÜè Éö 

rt D FK bkt, ht9 D  f ;bκt9 

wt D FLbkt, ht9ht D Çf bκt9 − f ;bκt9κtçht 

òâÜìÜ f bκ9 ≡ F bκ, ü9 äî ïâÜ ëìêÖñÑïäêè áñèÑïäêè äè äèïÜèîäóÜ áêìé ÇèÖ κt D kt/ht. 

QRP 
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/	 hêñîÜâêçÖîL çäåÜ <ìéîL ïÇåÜ wt, rt ÇèÖ ht Çî ÜôêàÜèêñîçö àäóÜèN tâÜ ìÜëìÜîÜèïÇïäóÜ 

âêñîÜâêçÖ éÇôäéäõÜî ñïäçäïö îñÉãÜÑï ïê ïâÜ ÉñÖàÜï ÑêèîïìÇäèï 

ct å ktåü å btåü ≤ wt å bü å  rt − δ9kt å bü å  Rt9bt. 

aìÉäïìÇàÜ ÉÜïòÜÜè ÉêèÖî ÇèÖ ÑÇëäïÇç äéëçö Rt D rt − δ ÇèÖ ïâÜ eñçÜì ÑêèÖäïäêè àäóÜî 

u;bct9 
u;bctåü9

D β bü å Rt9 D  βbü å rt − δ9. 

/	 tê ÑçêîÜ ïâÜ éêÖÜçL òÜ èÜÜÖ ïê îëÜÑäáö âêò ht äî ÖÜïÜìéäèÜÖN fêççêòäèà aììêò ÇèÖ 

rêéÜìL òÜ ÇîîñéÜ ïâÇï åèêòçÜÖàÜ ÇÑÑñéñçÇïäêè äî ïâÜ ñèäèïÜèïäêèÇç ÉöMëìêÖñÑï êá 

çÜÇìèäèàMÉöMÖêäèà äè ëìêÖñÑïäêèN wÜ ïâñî çÜï ïâÜ çÜóÜç êá åèêòçÜÖàÜ ïê ÉÜ ëìêëêìïäêèÇç 

ïê ÜäïâÜì ïâÜ çÜóÜç êá êñïëñïL êì ïâÜ çÜóÜç êá ÑÇëäïÇçZ 

ht D ηkt, 

áêì îêéÜ ÑêèîïÇèï η >  Ñ. 

/	 iï áêççêòî ïâÇï ïâÜ ìÇïäê kt/ht D κt äî ëäèèÜÖ Öêòè Éö κt D ü/η. lÜïïäèà ïâÜ ÑêèîïÇèïî 

A ÇèÖ ω ÉÜ ÖÜ<èÜÖ 

A ≡ f ;bü/η9 ÇèÖ ω ≡ f bü/η9η − f ;bü/η9, 

òÜ äèáÜì ïâÇï ÜíñäçäÉìäñé ëìäÑÜî ÇìÜ àäóÜè Éö 

rt D A ÇèÖ wt D ωkt. 

sñÉîïäïñïäèà äèïê ïâÜ eñçÜì ÑêèÖäïäêè àäóÜî 

u;bct9 
u;bctåü 9

D β bü å A − δ9 . 

fäèÇççöL äï äî äééÜÖäÇïÜ ïâÇï ÑÇëäïÇç ÇèÖ êñïëñï àìêò Çï ïâÜ îÇéÜ ìÇïÜ Çî ÑêèîñéëïäêèN 

wÜ ÑêèÑçñÖÜ 

QRQ 



pìêëêîäïäêè RT lÜï A ≡ f ;bü/η9 ÇèÖ ω ≡ f bü/η9η − f ;bü/η9, ÇèÖ îñëëêîÜ β bü å A − δ9 > 

ü > βθ bü å A − δ9θ−ü . tâÜèL ïâÜ éÇìåÜï ÜÑêèêéö ÜôâäÉäïî Ç ÉÇçÇèÑÜÖ àìêòïâ ëÇïâN pâöîäÑÇç 

ÑÇëäïÇçL åèêòçÜÖàÜL êñïëñïL òÇàÜîL ÇèÖ Ñêèîñéëïäêè Ççç àìêò Çï Ç ÑêèîïÇèï ìÇïÜ àäóÜè Éö 

ytåü 
D 
ctåü 

D Çβ bü å A − δ9çθ > ü.
yt ct 

tâÜ òÇàÜ ìÇïÜ äî àäóÜè Éö wt D ωkt, òâäçÜ ïâÜ äèóÜîïéÜèï ìÇïÜ êñï êá ïêïÇç ìÜîêñìÑÜî äî àäóÜè 

Éö s D βθ bü å A − δ9θ−üN 

VNTNR pÇìÜïê aççêÑÇïäêèî ÇèÖ pêçäÑö iéëçäÑÇïäêèî 

/	 cêèîäÖÜì èêò ïâÜ pÇìÜïê êëïäéÇç ÇççêÑÇïäêèîN tâÜ îêÑäÇç ëçÇèèÜì ìÜÑêàèäõÜî ïâÇï åèêòçM 

ÜÖàÜ äè ïâÜ ÜÑêèêéö äî ëìêëêìïäêèÇç ïê ëâöîäÑÇç ÑÇëäïÇç ÇèÖ äèïÜìèÇçäõÜî ïâÜ ÜffÜÑï êá 

çÜÇìèäèàMÉöMÖêäèàN hÜ ïâñî ñèÖÜìîïÇèÖî ïâÇï êñïëñï äî àäóÜè Éö 

yt D F bkt, ht9 D  A∗kt 

òâÜìÜ A∗ ≡ f bü/η9η D A å ω ìÜëìÜîÜèïî ïâÜ îêÑäÇç ìÜïñìè êè ÑÇëäïÇçN iï äî ïâÜìÜáêìÜ 

Çî äá ïâÜ îêÑäÇç ëçÇèèÜì âÇÖ ÇÑÑÜîî ïê Ç çäèÜÇì ïÜÑâèêçêàö çäåÜ äè ïâÜ îäéëçÜ Ak éêÖÜçL 

ÇèÖ ïâÜìÜáêìÜ ïâÜ eñçÜì ÑêèÖäïäêè áêì ïâÜ îêÑäÇç ëçÇèèÜì äî àäóÜè Éö 

u;bct9 
u;bctåü9

D β bü å A∗ − δ9 . 

/	 nêïÜ ïâÇï ïâÜ îêÑäÇç ìÜïñìè ïê ÑÇëäïÇç äî âäàâÜì ïâÇè ïâÜ ëìäóÇïÜ HéÇìåÜïI ìÜïñìè ïê 

ÑÇëäïÇçZ 

A∗ > A  D rt 

tâÜ ÖäffÜìÜèÑÜ äî ÇÑïñÇççö ω, ïâÜ áìÇÑïäêè êá ïâÜ îêÑäÇç ìÜïñìè êè îÇóäèàî ïâÇï äî 0òÇîïÜÖ1 

Çî çÇÉêì äèÑêéÜN 

QRR 
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pìêëêîäïäêè RU lÜï A∗ ≡ Aåω ≡ f bü/η9η ÇèÖ îñëëêîÜ β bü å A∗ − δ9 > ü > βθ bü å A∗ − δ9θ−ü . 

tâÜèL ïâÜ pÇìÜïê êëïäéÇç ëçÇè ÜôâäÉäïî Ç ÉÇçÇèÑÜÖ àìêòïâ ëÇïâN pâöîäÑÇç ÑÇëäïÇçL åèêòçÜÖàÜL 

êñïëñïL òÇàÜîL ÇèÖ Ñêèîñéëïäêè Ççç àìêò Çï Ç ÑêèîïÇèï ìÇïÜ àäóÜè Éö 

ytåü 
D 
ctåü 

D Çβ bü å A∗ − δ9çθ > ü. 
yt ct 

nêïÜ ïâÇï A <  A∗, ÇèÖ ïâÜìÜáêìÜ ïâÜ éÇìåÜï àìêòïâ ìÇïÜ äî çêòÜì ïâÇè ïâÜ pÇìÜïê êëïäéÇç 

êèÜN 

/	 eôÜìÑäîÜZ rÜÑêèîäÖÜì ïâÜ éÇìåÜï ÇççêÑÇïäêè ÇèÖ îñëëêîÜ ïâÜ àêóÜìèéÜèï äèïÜìóÜèÜî Éö 

îñÉîäÖäõäèà ÜäïâÜì ëìäóÇïÜ îÇóäèàî êì <ìé äèóÜîïéÜèïN fäèÖL äè ÜÇÑâ ÑÇîÜL òâÇï äî ïâÜ 

îñÉîäÖö ïâÇï äéëçÜéÜèïî ïâÜ êëïäéÇç àìêòïâ ìÇïÜN iî ïâäî îñÉîäÖö ïâÜ êëïäéÇç êèÜL äè 

ïâÜ îÜèîÜ ïâÇï äï éÇôäéäõÜî îêÑäÇç òÜçáÇìÜ_ 

VNU gêóÜìèéÜèï sÜìóäÑÜî HbÇììêI 

èêïÜî ïê ÉÜ ÑêéëçÜïÜÖ 

QRS




QRT




câÇëïÜì W 

eèÖêàÜèêñî gìêòïâ iiZ rFd ÇèÖ 

tÜÑâèêçêàäÑÇç câÇèàÜ 

WNQ eôëÇèÖäèà pìêÖñÑï vÇìäÜïö HrêéÜìI 

/	 tâÜìÜ ÇìÜ ïâìÜÜ ëìêÖñÑïäêè îÜÑïêìî äè ïâÜ ÜÑêèêéöZ a <èÇçMàêêÖ îÜÑïêìL Çè äèïÜìéÜÖäÇïÜ 

àêêÖ îÜÑïêìL ÇèÖ Çè rFd îÜÑïêìN 

/	 tâÜ <èÇç àêêÖ îÜÑïêì äî ëÜìáÜÑïçö ÑêéëÜïäïäóÜ ÇèÖ ïâñî éÇåÜî õÜìê ëìê<ïîN iïî êñïëñï 

äî ñîÜÖ ÜäïâÜì áêì Ñêèîñéëïäêè êì Çî äèëñï äè ÜÇÑâ êá ïâÜ êïâÜì ïòê îÜÑïêìN 

/	 tâÜ äèïÜìéÜÖäÇïÜ àêêÖ îÜÑïêì äî éêèêëêçäîïäÑN tâÜìÜ äî ëìêÖñÑï ÖäffÜìÜèïäÇïäêèN eÇÑâ 

äèïÜìéÜÖäÇïÜ ëìêÖñÑÜì äî Ç íñÇîäMéêèêëêçäîï òäïâ ìÜîëÜÑï ïê âäî êòè ëìêÖñÑï ÇèÖ ïâñî 

Üèãêöî ëêîäïäóÜ ëìê<ïîN tê ÉÜÑêéÜ Çè äèïÜìéÜÖäÇïÜ ëìêÖñÑÜìL âêòÜóÜìL öêñ éñîï <ìîï 

ÇÑíñäìÜ Ç 0ÉçñÜëìäèï1 áìêé ïâÜ rFd îÜÑïêìN a 0ÉçñÜëìäèï1 äî îäéëçö ïâÜ ïÜÑâèêçêàö êì 

åèêòMâêò áêì ïìÇèîáêìéäèà <èÇç àêêÖî ïê ÖäffÜìÜèïäÇïÜÖ äèïÜìéÜÖäÇïÜ äèëñïîN 

QRU 



/	 tâÜ rFd îÜÑïêì äî ÑêéëÜïäïäóÜN rÜîÜÇìÑâÜìî ëìêÖñÑÜ 0ÉçñÜëìäèïî1L ïâÇï äîL ïâÜ ïÜÑâèêçM 

êàö áêì ëìêÖñÑäèà Çè èÜò óÇìäÜïö êá ÖäffÜìÜèïäÇïÜÖ äèïÜìéÜÖäÇïÜ àêêÖîN bçñÜëìäèïî ÇìÜ 

ëìêïÜÑïÜÖ Éö ëÜìëÜïñÇç ëÇïÜèïîN ièèêóÇïêìî ÇñÑïäêè ïâÜäì ÉçñÜëìäèïî ïê Ç çÇìàÜ èñéÉÜì 

êá ëêïÜèïäÇç ÉñöÜìîL ïâñî ÇÉîêìÉäèà Ççç ïâÜ ëìê<ïî êá ïâÜ äèïÜìéÜÖäÇïÜ àêêÖ îÜÑïêìN bñï 

ïâÜìÜ äî áìÜÜ Üèïìö äè ïâÜ rFd îÜÑïêìL òâäÑâ ÖìäóÜ èÜï ëìê<ïî äè ïâÇï îÜÑïêì ïê õÜìê Çî 

òÜççN 

WNQNQ tÜÑâèêçêàö 

/	 tâÜ ïÜÑâèêçêàö áêì <èÇç àêêÖî äî àäóÜè Éö Ç èÜêÑçÇîîäÑÇç ëìêÖñÑïäêè áñèÑïäêè êá çÇÉêì 

L ÇèÖ Ç ÑêéëêîäïÜ áÇÑïêì ZZ 

Yt D F bxt, Lt9 D  AbLt9
ü−αbxt9α . 

tâÜ ÑêéëêîäïÜ áÇÑïêì äî àäóÜè Éö Ç ces ÇààìÜàÇïêì êá äèïÜìéÜÖäÇïÜ äèëñïîZ 4z Nt 5ü/ε 
xt D bXt,j 9

εdj , 
Ñ 

òâÜìÜ Nt ÖÜèêïÜî ïâÜ èñéÉÜì êá ÖäffÜìÜèï äèïÜìéÜÖäÇïÜ àêêÖî ÇóÇäçÇÉçÜ äè ëÜìäêÖ t ÇèÖ 

Xt,j ÖÜèêïÜî ïâÜ íñÇèïäïö êá äèïÜìéÜÖäÇïÜ äèëñï j ÜéëçêöÜÖ äè ëÜìäêÖ t. 

/ iè òâÇï áêççêòîL òÜ òäçç ÇîîñéÜ ε D α, òâäÑâ äéëçäÜî z Nt 
Yt D AbLt9

ü−α bXt,j 9
αdj 

Ñ 

nêïÜ ïâÇï ε D α éÜÇèî ïâÇï ïâÜ ÜçÇîïäÑäïö êá îñÉîïäïñïäêè ÉÜïòÜÜè äèïÜìéÜÖäÇïÜ äèëñïî 

äî ü ÇèÖ ïâÜìÜáêìÜ ïâÜ éÇìàäèÇç ëìêÖñÑï êá ÜÇÑâ äèïÜìéÜÖäÇïÜ äèëñï äî äèÖÜëÜèÖÜèï êá 

ïâÜ íñÇèïäïö êá êïâÜì äèïÜìéÜÖäÇïÜ äèëñïîZ 2 3ü−α
∂Yt Lt

D αA . 
∂Xt,j Xt,j 

QRV
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mêìÜ àÜèÜìÇççöL äèïÜìéÜÖäÇïÜ äèëñïî ÑêñçÖ ÉÜ ÜäïâÜì ÑêéëçÜéÜèïî êì îñÉîïäïñïÜîL äè ïâÜ 

îÜèîÜ ïâÇï ïâÜ éÇìàäèÇç ëìêÖñÑï êá äèëñï j ÑêñçÖ ÖÜëÜèÖ ÜäïâÜì ëêîäïäóÜçö êì èÜàÇïäóÜçö 

êè Xt. 

/ wÜ òäçç äèïÜìëìÜï äèïÜìéÜÖäÇïÜ äèëñïî Çî ÑÇëäïÇç àêêÖî ÇèÖ ïâÜìÜáêìÜ çÜï ÇààìÜàÇïÜ 

0ÑÇëäïÇç1 ÉÜ àäóÜè Éö ïâÜ ÇààìÜàÇïÜ íñÇèïäïö êá äèïÜìéÜÖäÇïÜ äèëñïîZ z Nt 
Kt D Xt,j dj. 

Ñ 

/ fäèÇççöL èêïÜ ïâÇï äá Xt,j D X áêì Ççç j ÇèÖ t, ïâÜè 

Yt D ALü−αNtXα 
t 

ÇèÖ 

Kt D NtX, 

äéëçöäèà 

Yt D AbNtLt9
ü−αbKt9

α 

êìL äè äèïÜèîäóÜ áêìéL yt D ANt 
ü−αkt

α . tâÜìÜáêìÜL ïê ïâÜ ÜôïÜèï ïâÇï Ççç äèïÜìéÜÖäÇïÜ 

äèëñïî ÇìÜ ñîÜÖ äè ïâÜ îÇéÜ íñÇèïäïöL ïâÜ ïÜÑâèêçêàö äî çäèÜÇì äè åèêòçÜÖàÜ N ÇèÖ 

ÑÇëäïÇç K. tâÜìÜáêìÜL äá Éêïâ N ÇèÖ K àìêò Çï Ç ÑêèîïÇèï ìÇïÜL Çî òÜ òäçç îâêò ïê ÉÜ 

ïâÜ ÑÇîÜ äè ÜíñäçäÉìäñéL ïâÜ ÜÑêèêéö òäçç ÜôâäÉäï çêèà ìñè àìêòïâ çäåÜ äè Çè Ak éêÖÜçN 

WNQNR fäèÇç gêêÖ sÜÑïêì 

/ tâÜ <èÇç àêêÖ îÜÑïêì äî ëÜìáÜÑïçö ÑêéëÜïäïäóÜN fäìéî ÇìÜ ëìäÑÜ ïÇåÜìîN 

/ fäèÇç àêêÖ <ìéî îêçóÜ z Nt 
Q]= Yt − wtLt − bpt,j Xt,j 9dj 

Ñ 

QRW




òâÜìÜ wt äî ïâÜ òÇàÜ ìÇïÜ ÇèÖ pt,j äî ïâÜ ëìäÑÜ êá äèïÜìéÜÖäÇïÜ àêêÖ j. 

/ pìê<ïî äè ïâÜ <èÇç àêêÖ îÜÑïêì ÇìÜ õÜìêL ÖñÜ ïê crsL ÇèÖ ïâÜ ÖÜéÇèÖî áêì ÜÇÑâ äèëñï 

ÇìÜ àäóÜè Éö ïâÜ focî 
∂Yt Yt 

wt D D bü − α9 
∂Lt Lt 

ÇèÖ

∂Yt 

pt,j D 
∂Xt,j 

D αA


2 
Lt 
Xt,j 

3ü−α 

áêì Ççç j ∈ ÇÑ, Ntç. 

WNQNS ièïÜìéÜÖäÇïÜ gêêÖ sÜÑïêì 

/	 tâÜ äèïÜìéÜÖäÇïÜ àêêÖ îÜÑïêì äî éêèêëêçäîïäÑN fäìéî ñèÖÜìîïÇèÖ ïâÇï ïâÜö áÇÑÜ Ç 

ÖêòèòÇìÖ îçêëäèà ÖÜéÇèÖ áêì ïâÜäì êñïëñïN 

/ tâÜ ëìêÖñÑÜì êá äèïÜìéÜÖäÇïÜ àêêÖ j îêçóÜî 

Q]= Πt,j D pt,j Xt,j − κbXt,j 9 

îñÉãÜÑï ïê ïâÜ ÖÜéÇèÖ ÑñìóÜ 

Xt,j D Lt 

2 
αA 
pt,j 

3 ü 
ü−α 

, 

òâÜìÜ κbX9 ìÜëìÜîÜèïî ïâÜ Ñêîï êá ëìêÖñÑäèà X äè ïÜìéî êá <èÇçMàêêÖ ñèäïîN 

/ wÜ òäçç çÜï ïâÜ Ñêîï áñèÑïäêè ÉÜ çäèÜÇìZ 

κbX9 D  X. 

tâÜ äéëçäÑäï Çîîñéëïäêè ÉÜâäèÖ ïâäî çäèÜÇì îëÜÑä<ÑÇïäêè äî ïâÇï ïÜÑâèêçêàö êá ëìêÖñÑäèà 

äèïÜìéÜÖäÇïÜ àêêÖî äî äÖÜèïäÑÇç ïê ïâÜ ïÜÑâèêçêàö êá ëìêÖñÑäèà <èÇç àêêÖîN eíñäóÇçÜèïçöL 

QRX 
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öêñ ÑÇè ïâäèå êá äèïÜìéÜÖäÇïÜ àêêÖ ëìêÖñÑÜìî Éñöäèà <èÇç àêêÖî ÇèÖ ïìÇèîáêìéäèà 

ïâÜé ïê äèïÜìéÜÖäÇïÜ äèëñïîN wâÇï àäóÜî ïâÜé ïâÜ åèêòMâêò áêì ïâäî ïìÇèîáêìéÇïäêè 

äî ëìÜÑäîÜçö ïâÜ ÉçñÜëìäèï ïâÜö âêçÖN 

/ tâÜ focî àäóÜ 
ü 

pt,j D p ≡ > ü 
α 

áêì ïâÜ êëïäéÇç ëìäÑÜL ÇèÖ 

Xt,j D xL 

áêì ïâÜ êëïäéÇç îñëëçöL òâÜìÜ 
1 2 

x ≡ A 1−α α 1−α . 

/	 nêïÜ ïâÇï ïâÜ ëìäÑÜ äî âäàâÜì ïâÇè ïâÜ éÇìàäèÇç Ñêîï bp D ü/α > κ;bX9 D ü9L ïâÜ 

àÇë ìÜëìÜîÜèïäèà ïâÜ éÇìåMñë ïâÇï äèïÜìéÜÖäÇïÜMàêêÖ <ìéî ÑâÇìàÜ ïê ïâÜäì ÑñîïêéÜìî 

HïâÜ <èÇç àêêÖ <ìéîIN bÜÑÇñîÜ ïâÜìÜ ÇìÜ èê Öäîïêìïäêèî äè ïâÜ ÜÑêèêéö êïâÜì ïâÇè 

éêèêëêçäîïäÑ ÑêéëÜïäïäêè äè ïâÜ äèïÜìéÜÖäÇïÜMàêêÖ îÜÑïêìL ïâÜ ëìäÑÜ ïâÇï <èÇçMàêêÖ 

<ìéî ÇìÜ òäççäèà ïê ëÇö ìÜëìÜîÜèïî ïâÜ îêÑäÇç ëìêÖñÑï êá ïâÇï äèïÜìéÜÖäÇïÜ äèëñï ÇèÖ 

ïâÜ Ñêîï ïâÇï äèïÜìéÜÖäÇïÜMàêêÖ <ìéî áÇÑÜ ìÜëìÜîÜèïî ïâÜ îêÑäÇç Ñêîï êá ïâÇï äèïÜìéÜÖäÇïÜ 

äèëñïN tâÜìÜáêìÜL ïâÜ éÇìåMñë ü/α àäóÜî ïâÜ àÇë ÉÜïòÜÜè ïâÜ îêÑäÇç ëìêÖñÑï ÇèÖ ïâÜ 

îêÑäÇç Ñêîï êá äèïÜìéÜÖäÇïÜ äèëñïîN HhäèïZ tâÜ îêÑäÇç ëçÇèèÜì òêñçÖ çäåÜ ïê ÑêììÜÑï áêì 

ïâäî ÖäîïêìïäêèN hêò_I 

/ tâÜ ìÜîñçïäèà éÇôäéÇç ëìê<ïî ÇìÜ 

Πt,j D πL 

òâÜìÜ 
1 2 

π ≡ bp − ü9x D ü−α x D ü−α A 1−α α 1−α .
α α 

QRY 



WNQNT tâÜ ièèêóÇïäêè sÜÑïêì 

/ tâÜ ëìÜîÜèï óÇçñÜ êá ëìê<ïî êá äèïÜìéÜÖäÇïÜ àêêÖ j áìêé ëÜìäêÖ t ÇèÖ êè äî àäóÜè Éö 

Vt,j D 
x 
τ Dt 

qτ 
Πτ,j

qt 

êì ìÜÑñìîäóÜçö

Vtåü,j

Vt,j D Πt,j å 
ü å  Rtåü 

/	wÜ åèêò ïâÇï ëìê<ïî ÇìÜ îïÇïäêèÇìö ÇèÖ äÖÜèïäÑÇç ÇÑìêîî Ççç äèïÜìéÜÖäÇïÜ àêêÖîZ Πt,j D 

πL áêì Ççç t, j. aî çêèà Çî ïâÜ ÜÑêèêéö áêççêòî Ç ÉÇçÇèÑÜÖ àìêòïâ ëÇïâL òÜ ÜôëÜÑï ïâÜ 

äèïÜìÜîï ìÇïÜ ïê ÉÜ îïÇïäêèÇìö Çî òÜççZ Rt D R áêì Ççç t. iï áêççêòî ïâÇï ïâÜ ëìÜîÜèï óÇçñÜ 

êá ëìê<ïî äî îïÇïäêèÇìö ÇèÖ äÖÜèïäÑÇç ÇÑìêîî Ççç äèïÜìéÜÖäÇïÜ àêêÖîZ 

Vt,j D V D 
πL

R

.


eíñäóÇçÜèïçöL RV D πL, òâäÑâ âÇî Ç îäéëçÜ äèïÜìëìÜïÇïäêèZ tâÜ êëëêìïñèäïö Ñêîï 

êá âêçÖäèà Çè ÇîîÜï òâäÑâ âÇî óÇçñÜ V ÇèÖ âÇëëÜèî ïê ÉÜ Ç 0ÉçñÜëìäèï1L äèîïÜÇÖ êá 

äèóÜîïäèà äè ÉêèÖîL äî RV E ïâÜ ÖäóäÖÜèÖ ïâÇï ïâäî ÇîîÜï ëÇöî äè ÜÇÑâ ëÜìäêÖ äî πLE 

ÇìÉäïìÇàÜ ïâÜè ìÜíñäìÜî ïâÜ ÖäóäÖÜèÖ ïê ÜíñÇç ïâÜ êëëêìïñèäïö Ñêîï êá ïâÜ ÇîîÜïL èÇéÜçö 

RV D πL. 

/	 nÜò ÉçñÜëìäèïî ÇìÜ Ççîê ëìêÖñÑÜÖ ñîäèà ïâÜ îÇéÜ ïÜÑâèêçêàö Çî <èÇç àêêÖîN iè ÜffÜÑïL 

äèèêóÇïêìî Éñö <èÇç àêêÖî ÇèÖ ïìÇèîáêìé ïâÜé ïê ÉçñÜëìäèïî Çï Ç ìÇïÜ ü/η. 

/	 pìêÖñÑäèà Çè Çéêñèï ∆N êá èÜò ÉçñÜëìäèïî Ñêîïî η ! ∆N, òâÜìÜ η >  Ñ éÜÇîñìÜî ïâÜ 

Ñêîï êá rFd äè ñèäïî êá êñïëñïN oè ïâÜ êïâÜì âÇèÖL ïâÜ óÇçñÜ êá ïâÜîÜ èÜò ÉçñÜëìäèïî 

äî V ! ∆N, òâÜìÜ V D πL/R. nÜï ëìê<ïî áêì Ç ìÜîÜÇìÑâ <ìé ÇìÜ ïâñî àäóÜè Éö 

bV − η9 ! ∆N 

QSP 
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fìÜÜ Üèïìö äè ïâÜ îÜÑïêì êá ëìêÖñÑäèà ÉçñÜëìäèïî ïâÜè äéëçäÜî 

V D η. 

WNQNU hêñîÜâêçÖî 

/ hêñîÜâêçÖî îêçóÜ 

Q]=

∞x 
tDÑ 

βt ubct9 

s.t. ct å atåü ≤ wt å bü å  Rt9at 

/ aî ñîñÇçL ïâÜ eñçÜì ÑêèÖäïäêè àäóÜî 

u;bct9 
D βbü å Rtåü9. 

u;bctåü9 

aèÖ Çîîñéäèà ceisL ïâäî ìÜÖñÑÜî ïê 

ctåü 
D Çβbü å Rtåü 9ç

θ . 
ct 

WNQNV rÜîêñìÑÜ cêèîïìÇäèï 

/	 fäèÇç àêêÖî ÇìÜ ñîÜÖ ÜäïâÜì áêì Ñêèîñéëïäêè Éö âêñîÜâêçÖîL êì áêì ëìêÖñÑïäêè êá äèïÜìM 

éÜÖäÇïÜ àêêÖî äè ïâÜ äèïÜìéÜÖäÇïÜ îÜÑïêìL êì áêì ëìêÖñÑïäêè êá èÜò ÉçñÜëìäèïî äè ïâÜ 

äèèêóÇïäêè îÜÑïêìN tâÜ ìÜîêñìÑÜ ÑêèîïìÇäèï êá ïâÜ ÜÑêèêéö äî àäóÜè Éö 

Ct å Kt å η ! ∆Nt D Yt, 

òâÜìÜ Ct D ctL, ∆Nt D Ntåü − Nt, ÇèÖ Kt D 
r 
Ñ 
Nt Xt,j dj. 

QSQ 



WNQNW gÜèÜìÇç eíñäçäÉìäñé 

/	 cêéÉäèäèà ïâÜ áêìéñçÇ áêì ïâÜ óÇçñÜ êá äèèêóÇïäêè òäïâ ïâÜ áìÜÜMÜèïìö ÑêèÖäïäêèL òÜ 

äèáÜì πL/R D V D η. iï áêççêòî ïâÇï ïâÜ ÜíñäçäÉìäñé äèïÜìÜîï ìÇïÜ äî 

R D

πL

η

D ü−α A

α 

1 
1−α α 

2 
1−α L/η, 

òâäÑâ óÜìä<Üî êñì ÜÇìçäÜì ÑçÇäé ïâÇï ïâÜ äèïÜìÜîï ìÇïÜ äî îïÇïäêèÇìöN 

/ tâÜ ìÜîêñìÑÜ ÑêèîïìÇäèï ìÜÖñÑÜî ïê 

Ct 
Nt 
å η !


4 
Ntåü 

Nt 
− ü


5 
Yt

å X D 
Nt 
D ALü−αXα , 

òâÜìÜ X D xL D Kt/Nt. iï áêççêòî ïâÇï Ct/Nt äî ÑêèîïÇèï Ççêèà ïâÜ ÉÇçÇèÑÜÖ àìêòïâ 

ëÇïâL ÇèÖ ïâÜìÜáêìÜ Ct, Nt, Kt, ÇèÖ Yt Ççç àìêò Çï ïâÜ îÇéÜ ìÇïÜL γ. 

/	 cêéÉäèäèà ïâÜ eñçÜì ÑêèÖäïäêè òäïâ ïâÜ ÜíñäçäÉìäñé ÑêèÖäïäêè áêì ïâÜ ìÜÇç äèïÜìÜîï ìÇïÜL 

òÜ ÑêèÑçñÖÜ ïâÇï ïâÜ ÜíñäçäÉìäñé àìêòïâ ìÇïÜ äî àäóÜè Éö 

ü å  γ D βθ Çü å Rç θ D βθ 
â 
ü å  ü−α A

α 

1 
1−α α 

2 
1−α L/η 

äθ 
/	 nêïÜ ïâÇï ïâÜ ÜíñäçäÉìäñé àìêòïâ ìÇïÜ êá ïâÜ ÜÑêèêéö ÖÜÑìÜÇîÜî òäïâ η, ïâÜ Ñêîï êá 

ÜôëÇèÖäèà ëìêÖñÑï óÇìäÜïö êì ëìêÖñÑäèà èÜò 0åèêòçÜÖàÜ1N 

/	 tâÜ àìêòïâ ìÇïÜ äî Ççîê äèÑìÜÇîäèà äè L êì Çèö êïâÜì áÇÑïêì ïâÇï äèÑìÜÇîÜî ïâÜ 0îÑÇçÜ1 

êá ïâÜ ÜÑêèêéö ÇèÖ ïâÜìÜÉö ìÇäîÜî ïâÜ ëìê<ïî êá äèïÜìéÜÖäÇïÜ äèëñïî ÇèÖ ïâÜ ÖÜéÇèÖ 

áêì äèèêóÇïäêèN tâäî äî ïâÜ HäèIáÇéêñî 0îÑÇçÜ ÜffÜÑï1 ïâÇï äî ëìÜîÜèï äè éÇèö éêÖÜçî êá 

ÜèÖêàÜèêñî ïÜÑâèêçêàäÑÇç ÑâÇèàÜN däîÑñîîNNNN 

QSR 
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WNQNX pÇìÜïê aççêÑÇïäêèî ÇèÖ pêçäÑö iéëçäÑÇïäêèî 

/	 cêèîäÖÜì èêò ïâÜ ëìêÉçÜé êá ïâÜ îêÑäÇç ëçÇèèÜìN oÉóäêñîçöL ÖñÜ ïê îöééÜïìö äè ëìêM 

ÖñÑïäêèL ïâÜ îêÑäÇç ëçÇèèÜì òäçç ÑâêêîÜ ïâÜ îÇéÜ íñÇèïäïö êá äèïÜìéÜÖäÇïÜ àêêÖî áêì Ççç 

óÇìäÜïäÜîZ Xt,j D Xt D xtL áêì Ççç j. uîäèà ïâäîL òÜ ÑÇè òìäïÜ ïâÜ ëìêÉçÜé êá ïâÜ îêÑäÇç 

ëçÇèèÜì îäéëçö Çî éÇôäéäõäèà ñïäçäïöL 

Q]=

∞x 
tDÑ 

βt ubct9, 

îñÉãÜÑï ïê ïâÜ ìÜîêñìÑÜ ÑêèîïìÇäèï 

Ct å Nt ! Xt å η ! bNtåü − Nt9 D  Yt D ALü−αNtXt
α , 

òâÜìÜ Ct D ctL. 

/ tâÜ foc òäïâ ìÜîëÜÑï ïê Xt àäóÜî 

Xt D x ∗L, 

òâÜìÜ 
1 

x ∗ D A 1−α α 
1 

1−α 

ìÜëìÜîÜèïî ïâÜ êëïäéÇç çÜóÜç êá ëìêÖñÑïäêè êá äèïÜìéÜÖäÇïÜ äèëñïîN 

/ tâÜ eñçÜì ÑêèÖäïäêèL êè ïâÜ êïâÜì âÇèÖL àäóÜî ïâÜ êëïäéÇç àìêòïâ ìÇïÜ Çî â 
ü å  ü−α A

α 

1 
1−α L/η 

äθ 
,ü å  γ∗ D βθ Çü å R∗ ç θ D βθ 

1 
1−α α 

òâÜìÜ

1 

1−α α 
1 

1−α L/ηR∗ D ü−α A
α 

ìÜëìÜîÜèïî ïâÇï îêÑäÇç ìÜïñìè êè îÇóäèàîN 

QSS 



/ nêïÜ ïâÇï 
1 

x ∗ D x ! α− 1−α > x  

tâÇï äîL ïâÜ êëïäéÇç çÜóÜç êá ëìêÖñÑïäêè êá äèïÜìéÜÖäÇïÜ àêêÖî äî âäàâÜì äè ïâÜ pÇìÜïê 

êëïäéñé ïâÇè äè ïâÜ éÇìåÜï ÜíñäçäÉìäñéN tâäî ìÜ=ÜÑïî îäéëçö ïâÜ áÇÑï ïâÇïL ÖñÜ ïê 

ïâÜ éêèêëêçäîïäÑ ÖäîïêìïäêèL ëìêÖñÑïäêè êá äèïÜìéÜÖäÇïÜ àêêÖî äî äèÜffiÑäÜèïçö çêò äè ïâÜ 

éÇìåÜï ÜíñäçäÉìäñéN nÇïñìÇççöL ïâÜ àÇë x∗/x äî Çè äèÑìÜÇîäèà áñèÑïäêè êá ïâÜ éÇìåMñë 

ü/α. 

/	 säéäçÇìçöL 
1 

R∗ D R ! α− 1−α > R. 

tâÇï äîL ïâÜ éÇìåÜï ìÜïñìè êè îÇóäèàî bR9 áÇççî îâêìï êá ïâÜ îêÑäÇç ìÜïñìè êè îÇóäèàî 

bR∗9, ïâÜ àÇë ÇàÇäè Çìäîäèà ÉÜÑÇñîÜ êá ïâÜ éêèêëêçäîïäÑ Öäîïêìïäêè äè ïâÜ äèïÜìéÜÖäÇïÜ 

àêêÖ îÜÑïêìN iï áêççêòî ïâÇï 

ü å  γ∗ > ü å  γ, 

îê ïâÇï ïâÜ ÜíñäçäÉìäñé àìêòïâ ìÇïÜ äî ïêê çêò Çî ÑêéëÇìÜÖ ïê ïâÜ pÇìÜïê êëïäéÇç 

àìêòïâ ìÇïÜN 

/	 pêçäÑö ÜôÜìÑäîÜZ cêèîäÖÜì ïâìÜÜ ÖäffÜìÜèï ïöëÜî êá àêóÜìèéÜèï äèïÜìóÜèïäêèZ a îñÉîäÖö 

êè ïâÜ ëìêÖñÑïäêè êá äèïÜìéÜÖäÇïÜ äèëñïî[ Çè îñÉîäÖö êè ïâÜ ëìêÖñÑïäêè êá <èÇç àêêÖî 

Hêì ïâÜ ÖÜéÇèÖ áêì äèïÜìéÜÖäÇïÜ äèëñïîI[ ÇèÖ Ç îñÉîäÖö êè rFdN wâäÑâ êá ïâÜîÜ ëêçäÑäÜî 

ÑêñçÖ ÇÑâäÜóÜ Çè äèÑìÜÇîÜ äè ïâÜ éÇìåÜï ìÜïñìè ÇèÖ ïâÜ ÜíñäçäÉìäñé àìêòïâ ìÇïÜ_ wâäÑâ 

êá ïâÜîÜ ëêçäÑäÜî ÑêñçÖ ÇÑâäÜóÜ Çè äèÑìÜÇîÜî äè ïâÜ êñïëñï êá ïâÜ äèïÜìéÜÖäÇïÜ àêêÖ 

îÜÑïêì_ wâäÑâ êèÜL êì òâäÑâ ÑêéÉäèÇïäêè êá ïâÜîÜ ëêçäÑäÜî ÑÇè äéëçÜéÜèï ïâÜ <ìîï ÉÜîï 

ÇççêÑÇïäêèî Çî Ç éÇìåÜï ÜíñäçäÉìäñé_ 

QST 
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WNQNY ièïìêÖñÑäèà såäççÜÖ lÇÉêì ÇèÖ hñéÇè cÇëäïÇç 

èêïÜî ïê ÉÜ ÑêéëçÜïÜÖ 

WNQNQP	 ièïÜìèÇïäêèÇç tìÇÖÜL tÜÑâèêçêàö däffñîäêèL ÇèÖ êïâÜì äéM 

ëçäÑÇïäêèî 

èêïÜî ïê ÉÜ ÑêéëçÜïÜÖ 

WNR ièÑìÜÇîäèà pìêÖñÑï qñÇçäïö HaàâäêèMhêòäïïI 

ïêëäÑ ÑêóÜìÜÖ äè ìÜÑäïÇïäêè 

èêïÜî ïê ÉÜ ÑêéëçÜïÜÖ 

QSU





